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Parte I
Conteudo

As provas versardo sobre cinco dreas gerais dos Programas
de Graduacdo em Fisica, a saber, Mecanica Cléssica, Eletro-
magnetismo, Fisica Moderna, Mecanica Quantica, Termo-
dindmica e Fisica Estatistica. Os tépicos de cada drea e a
bibliografia recomendada sdo os seguintes:

MECANICA CLASSICA

Leis de Newton. Movimento unidimensional. Oscila¢des
lineares. Movimento em duas e trés dimensdes. Gravitagcdo
newtoniana. Cdlculo vanacional. EquagOes de Lagrange e de
Hamilton. Forgas centrais. Sistemas de particulas. Referen-
ciais ndo inerciais. Dindmica de corpos rigidos. Oscilacdes
acopladas.

e Referéncias: [1-5]

ELETROMAGNETISMO

Campos eletrostdticos no vacuo e nos materiais dielétri-
cos. Resolugdo das equacdes de Poisson e Laplace. Campos
magnéticos, correntes estaciondrias € materiais ndo magnéti-
cos. For¢a eletromotriz induzida e energia magnética. Mate-
riais magnéticos. Equacdes de Maxwell. Propagacao de on-
das eletromagnéticas. Reflexdo e Refracdo. Radiacdo. Ele-
tromagnetismo e Relatividade.

¢ Referéncias: [6-10]

* Solicitamos que qualquer erro encontrado seja comunicado para correcdo
deste material ; Agradecemos ao discente Ygor Pard Silva, diretor do
CAFIS durante a gestdo 2014/2015, pela iniciativa da elaboragdo deste
material

Tl cafisufpa@gmail.com; URL: cafisufpa.wix.com/cafis

FISICA MODERNA

Fundamentos da relatividade restrita. Mecanica relativis-
tica das particulas. Propagacdo da luz e a relatividade new-
toniana. Experimento de Michelson e Morley. Postulados
da teoria da relatividade restrita. As transformacgdes de Lo-
rentz. Causalidade e simultaneidade. Energia e momento
relativisticos. Radiacd@o térmica, o problema do corpo negro
e o postulado de Planck. Fétons e as propriedades corpuscu-
lares da radiacdo. O modelo de Rutherford e o problema da
estabilidade dos 4tomos. O modelo de Bohr. Distribuicdo de
Boltzmann da energia. Atomos, Moléculas e S6lidos.

e Referéncias: [11-18]]

MECANICA QUANTICA

Introducido as ideias fundamentais da teoria quantica. O
aparato matematico da mecanica quantica de Schrodinger.
Formalizacdo da Mecénica Quantica. Postulados. Descri-
cdo de Heisenberg. O oscilador harmo6nico unidimensional.
Potenciais Unidimensionais. A equagdo de Schrodinger em
trés dimensdes. Momento angular. Forgas centrais € o &tomo
de Hidrogénio. Spinores na teoria quintica ndo-relativistica.
Adicao de momentos angulares. Teoria de perturbacdo inde-
pendente do tempo. Particulas idénticas.

» Referéncias: [[19-23]]

TERMODINAMICA E FISICA ESTATISTICA

Sistemas termodindmicos. Varidveis e equacdes de estado,
diagramas PVT. Trabalho e primeira lei da termodinamica.
Equivalente mecénico do calor. Energia interna, entalpia, ci-
clo de Carnot. Mudancas de fase. Segunda lei da termodina-
mica e entropia. Fungdes termodinamicas. Aplicacdes prati-
cas de termodinamica. Teoria cinética dos gases. Descri¢ao
Estatistica de um Sistema Fisico. Ensemble Microcan6nico.
Ensemble Cano6nico. Gés Classico no Formalismo Canonico.
Ensemble Grande Candnico. Gas Ideal Quantico. Gas Ideal
de Fermi. Condensac¢do de Bose-Einstein.

» Referéncias: [24-29]



Parte 11
Problemas
MECANICA CLASSICA
2015-2

Q6. Uma particula de massa m estd submetida a uma forca
central conservativacuja energia potencial é dada por U (r) =
k (r2 - az) e~ em que r é a coordenada radial esférica, e
k, a e b sdo constantes reais e positivas.

a) Determine as unidades das constantes k, a ¢ b no SI
(Sistema Internacional de Unidades).

b) Esboceum grificoda fungdo U (r),determinando seus
pontos de maximo e minimo em fun¢do dos parame-
tros dados.

c) Determine as faixas de energia E da particula para as
quais

i) a particula estd em 6rbitas ligadas
ii) a particula estd em Orbitas ndo ligadas

iii) Determine as condi¢des, se existem, para a exis-
téncia de orbitas com raio constante.

d) Determine a forca que age sobre a particula, diga quais
as situacoes de equilibrio, se existirem, e, em caso afir-
mativo, determine a frequéncia de oscilacio da parti-
cula para movimentos radiais préximos do(s) ponto(s)
de equilibrio estdvel.

Q7. Uma particula de massa m estd confinada sobre uma
superficie esférica de raio fixo a, e nenhuma forca externa
age sobre a mesma.

a) Determine a lagrangiana da particula usando coorde-
nadas apropriadas no espago tridimensional (R3) e es-
tabeleca a equagdo de vinculo.

b) Usando o método dos multiplicadores de Lagrange,
encontre as equacOes de movimento e determine a
forca de vinculo, i.e., determine o multiplicador de La-
grange e interprete o resultado.

c) Estabeleca as constantes do movimento da particula.

d) Supondo, agora, que o raio da esfera varia no
tempo com a funcdo a (¢) = ag (1 +coswt), com ay e
wconstantes, determine as constantes de movimento
da particula.

2015-1

Q1. E possivel construir armadilhas capazes de confinar
fons de massa m a carga g. Em particular, a armadilha pode
restringir o movimento dos ions a apenas uma dada direcao

espacial, x. Assim, considere dois fons de célcio uma vez io-
nizado (Ca%), submetidos a um potencial confinante externo
harmonico U (x) = lzma)zxz. Esses fons interagem adicional-
mente através da repulsdo coulombiana,

2
e
Fc =

C(x1-x)?

onde x| € x, sdo as posi¢des dos fons de célcio e, por simpli-

cidade, foi definido: €2 = :
TTEQ

To H I

A figura acima define um sistema de coordenadas conve-
niente e representa os ions na posi¢ao de equilibrio em que
—Xx1 = x3 = x9. O objetivo deste problema é estudar os modos
normais dessa cadeia unidimensional constituida pelos dois
ions de célcio.

a) Obtenha a posicdo de equilibrio xy em termos de e, m
e w.

b) Escreva as equagdes de Newton para o0 movimento de
cada fon e obtenha a frequéncia de oscilagao do sis-
tema quando a separacdo entre os fons for constante.
Este € o primeiro modo normal de oscilacdo dessa ca-
deia.

c¢) O segundo modo normal corresponde a um movi-
mento antissimétrico dos fons, em cujo caso o centro
de massa estd parado em x = (0. Obtenha esse segundo
modo normal no limite de pequenas oscilagdes. Obte-
nha a razdo entre as frequéncias dos dois modos nor-
mais de oscilacio do sistema.

r(t) /’\/\v//"\ £alt
a) /\\//\//-\ By

!
xrt "\//‘,\J/”\///f\\\//\ ral t

b ) ‘-’/r\\///\‘/ //\\,/ //\'; ryit)

¢

d) As figuras a) e b) acima representam os modos nor-
mais de oscilacido desse sisttema de dois ions. Iden-
tifique o primeiro e o segundo modo normal obtidos,
respectivamente, nos item b e ¢ acima. Qual deles tem
menor energia?



Parte 11
Problemas
MECANICA CLASSICA
2015-2

Q6. Uma particula de massa m estd submetida a uma forca
central conservativacuja energia potencial é dada por U (r) =
k (r2 - az) e~ em que r é a coordenada radial esférica, e
k, a e b sdo constantes reais e positivas.

a) Determine as unidades das constantes k, a ¢ b no SI
(Sistema Internacional de Unidades).

b) Esboceum grificoda fungdo U (r),determinando seus
pontos de maximo e minimo em fun¢do dos parame-
tros dados.

c) Determine as faixas de energia E da particula para as
quais

i) a particula estd em 6rbitas ligadas
ii) a particula estd em Orbitas ndo ligadas

iii) Determine as condi¢des, se existem, para a exis-
téncia de orbitas com raio constante.

d) Determine a forca que age sobre a particula, diga quais
as situacoes de equilibrio, se existirem, e, em caso afir-
mativo, determine a frequéncia de oscilacio da parti-
cula para movimentos radiais préximos do(s) ponto(s)
de equilibrio estdvel.

Q7. Uma particula de massa m estd confinada sobre uma
superficie esférica de raio fixo a, e nenhuma forca externa
age sobre a mesma.

a) Determine a lagrangiana da particula usando coorde-
nadas apropriadas no espago tridimensional (R3) e es-
tabeleca a equagdo de vinculo.

b) Usando o método dos multiplicadores de Lagrange,
encontre as equacOes de movimento e determine a
forca de vinculo, i.e., determine o multiplicador de La-
grange e interprete o resultado.

c) Estabeleca as constantes do movimento da particula.

d) Supondo, agora, que o raio da esfera varia no
tempo com a funcdo a (¢) = ag (1 +coswt), com ay e
wconstantes, determine as constantes de movimento
da particula.

2015-1

Q1. E possivel construir armadilhas capazes de confinar
fons de massa m a carga g. Em particular, a armadilha pode
restringir o movimento dos ions a apenas uma dada direcao

espacial, x. Assim, considere dois fons de célcio uma vez io-
nizado (Ca%), submetidos a um potencial confinante externo
harmonico U (x) = lzma)zxz. Esses fons interagem adicional-
mente através da repulsdo coulombiana,

2
e
Fc =

C(x1-x)?

onde x| € x, sdo as posi¢des dos fons de célcio e, por simpli-

cidade, foi definido: €2 = :
TTEQ

To H I

A figura acima define um sistema de coordenadas conve-
niente e representa os ions na posi¢ao de equilibrio em que
—Xx1 = x3 = x9. O objetivo deste problema é estudar os modos
normais dessa cadeia unidimensional constituida pelos dois
ions de célcio.

a) Obtenha a posicdo de equilibrio xy em termos de e, m
e w.

b) Escreva as equagdes de Newton para o0 movimento de
cada fon e obtenha a frequéncia de oscilagao do sis-
tema quando a separacdo entre os fons for constante.
Este € o primeiro modo normal de oscilacdo dessa ca-
deia.

c¢) O segundo modo normal corresponde a um movi-
mento antissimétrico dos fons, em cujo caso o centro
de massa estd parado em x = (0. Obtenha esse segundo
modo normal no limite de pequenas oscilagdes. Obte-
nha a razdo entre as frequéncias dos dois modos nor-
mais de oscilacio do sistema.

r(t) /’\/\v//"\ £alt
a) /\\//\//-\ By

!
xrt "\//‘,\J/”\///f\\\//\ ral t

b ) ‘-’/r\\///\‘/ //\\,/ //\'; ryit)

¢

d) As figuras a) e b) acima representam os modos nor-
mais de oscilacido desse sisttema de dois ions. Iden-
tifique o primeiro e o segundo modo normal obtidos,
respectivamente, nos item b e ¢ acima. Qual deles tem
menor energia?



Q2. Um satélite artificial de massa m estd em Orbita eliptica
em torno da Terra. Admita que a Terra seja uma esfera de
densidade uniforme com raio R e massa M, e denote por G a
constante de gravitacio universal. Considere conhecidos d e
D, as distancias entre o centro da Terra e o satélite nos pontos

de menor e maior afastamento, respectivamente. Uma parti-

cula de massa m( menor do que m, choca-se centralmente e
de forma completamente ineldstica com o satélite no ponto

de menor afastamento da Terra. No instante da colisdo, o
satélite e a particula tinham velocidades iguais em mddulo,

mas com sentidos opostos.

a) Obtenha a velocidade vg do sistema satélite-particula
imediatamente apos a colisdo em termos de v, a ve-
locidade no ponto de menor afastamento.

b) Expresse o momento angular do satélite nos pontos de
minimo e maximo afastamento em termos de v, e de
v, (a velocidade no ponto de maior afastamento), res-
pectivamente, antes da colisdo.

¢) obtenha a velocidade v, antes da colisdo, em termos
deM,d,DegG.

d) Obtenha a energia Es e o momento angular L s do sis-
tema satélite-particula, depois da colisdo em termos de
myg e das grandezas que caracterizam o movimento do
satélite antes da colisdao

2014-2

Q6. Um péndulo simples é constituido por uma parti-
cula de massa m suspensa por um fio inextensivel de com-
primento a a massa desprezivel. Seu ponto de suspensio é
conectado a um suporte que se movimenta horizontalmente
sem atrito como mostrado na figura.

Suponha que o suporte seja muito pequeno € que o pén-
dulo se movimente apenas no plano vertical. Usando como
coordenadas generalizadas x e 6, onde x € a posic¢ao hori-
zontal do suporte e # o deslocamento angular do péndulo,
conforme se v€ na figura, 0 movimento do sistema € descrito
pelalagrangiana:

= %1362 + %1 (az@2 +2axfcos 6) +mgacosh.

a) Obtenha a equacdo de movimento para a coordenada
6.

b) Admitindo que os deslocamentos angulares sejam pe-
quenos € que o suporte esteja sujeito a um movimento
harmonico forcado de frequéncia w, isto é, descrito

por x (t) = xgcoswt, obtenha a solucio geral 6 (¢) da
equacdo de movimento para a coordenada 6.

¢) no caso do item anterior, obtenha a frequéncia de res-
sonancia wg.

d) Escreva a solugdo geral para ¢ (7), quando as condi-
coes iniciais forem 6 (0) =0 e 6(0) = 0 e o suporte
movimentar-se com frequéncia w < wg.

Q7. Um étomo de tritio pode ser descrito classicamente
como um nucleo com carga elétrica +e, composto por um
préton e dois néutrons, circundado por um elétron orbital de

carga —e, o qual percorre uma Orbita circular de raio ro. Em
um processo conhecido como decaimento beta, o nucleo de

tritio se transforma em um nicleo de hélio, composto por
dois prétons e um néutron, emitindo um par de particulas que
rapidamente escapa do sistema atdmico. Como consequén-

cia desse processo, o 4&tomo de hélio fica ionizado uma vez, e
o elétron orbital passa subitamente para uma nova situacao,

orbitando agora em torno de um nucleo de carga +2e.

a) Supondo que o par de particulas que escapa do 4tomo
tenha momento linear total de médulo p, obtenha a
velocidade de recuo do atomo de hélio de massa M .

b) Obtenha a energia E, do elétron orbital antes do de-
caimento beta.

c¢) Calcule a energia E; do elétron orbital depois do de-

) . E
caimento beta e obtenha arazdo p = E_a .
d

d) Determine o momento angular total do elétron em fun-
cdo de ro e da massa m do elétron Calcule a maior e
a menor distancia entre o elétron e o nicleo na nova
orbita em termos de r.

2014-1

Q6. Duas particulas, Ae B,de massasme M (m # M),
respectivamente, estdo conectadas as extremidades de um fio
inextensivel de comprimento £ e de massa desprezivel que
passa por um orificio em um mesa horizontal, como mos-
trado na figura abaixo. A particula A move-se sem atrito
sobre a mesa enquanto a outra o faz verticalmente sob acdo
conjunta da gravidade, de aceleragdo g, e da tragdo do fio
(desconsidere também o atrito entre o fio e o orificio).

(Q6)




a) Supondo que a posi¢do inicial de A sejar =rg, que a
velocidade inicial deve ser conferida a ela para que B
permanega em repouso abaixo da superficie da mesa?

b) Obtenhas as equacdes de movimento, admitindo que
a lagrangiana que descreve um movimento arbitrario
desse sistema € dada por

1 .
L= (m+M)f2+§mr202—Mg(r—€).

1

2

c) Obtenha as grandezas conservadas e dé o significado
de cada uma delas.

d) Se B for ligeiramente e verticalmente deslocada da sua
posicdo, ocorrerdo pequenas oscilagdes no sistema.
Obtenha o periodo dessas oscilagdes em termos do
raio de equilibrio r., € das demais grandezas que ca-
racterizam o sistema (m, M, e g).

Q7. Uma particula de massa m estd sujeita ao potencial

k
unidimensional V (x) = Ekx2 — —x*, mostrado na figura

4a?
abaixo, onde k e a sdo constantes positivas.

os} Vika® Qn

a) Determine a forca F'(x) e obtenha os pontos de equi-
librio, determinando sua natureza

b) Calcule o periodo das pequenas oscilagdes que ocor-
rem em torno do ponto de equilibrio estavel.

c) Admita que a particula esteja em repouso no ponto
x = 0 e que receba um impulso que lhe confere, ins-
tantaneamente, uma velocidade de médulo v na dire-
cdo de x positivo. Discuta o que ocorre nos seguintes

—— ev>a L
5 .

casos: 0<v <a
m 2m

d) Esboce o diagrama de fase do sistema (k versus x
para energia constante) para os diversos tipos de movi-
mento. Indique claramente a curva que corresponde a
transicdo de movimento periddico, bem como o valor
da energia correspondente.

2013-2

Q6. Uma particula de massa m move-se com velocidade
v1 no semi-plano superior até ser desviada ao atingir o semi-
plano inferior, onde passa a se propagar com velocidade V5,
conforme ilustrado na figura abaixo.

Observa-se experimentalmente as seguintes caracteristi-
cas: i) a particula passa do meio 1 ao meio 2 desde que
V1 > Vmin; 11) a particula se move de modo retilineo e uni-
forme em cada um dos semi-planos; iii) o angulo de saida 6,
¢ diferente do 4ngulo de entrada 6, , o que nos faz presumir
que em cada meio a particula esteja sob acdo de diferentes
potenciais U; e U; .

a) Com base no experimento, esboce o grafico do poten-
cial U em funcdo de y para x fixo (justificando o gra-
fico).

b) Determine v, em termos de vy, de m e dos potenci-
ais U1 e U;. Qual € a velocidade vy,;;, acima da qual
observa-se a passagem da particula do meio 1 para o
meio 27

. .1 _ sin6
c¢) Determine o indice de refracdo em termos de m,

sinf;
v1 e dos potenciais em cada meio.

Q7. Umaparticulade massa m desenvolve movimento unidi-
mensional sob acdo do potencial abaixo (c € uma constante)

1
Uk = —x*—cx?.
2
a) Esboce os gréficos de U (x) e dos respectivos espagos
de fase (& versus x para todas as energias possiveis)
nos seguintes casos: i) ¢ > 0,11) c =0 e iii) ¢ < 0.

b) Por meio da energia total E, identifique todos os movi-
mentos periddicos possiveis e seus respectivos pontos
de inversdo (onde a velocidade € nula) para cada um
dos casos do item (a).

c) Determine a dependéncia do periodo de oscilagdes
com a energia total £ para c = 0.

2013-1

Q6. Um equilibrista de massa m estd inicialmente parado
na extremidade de uma barra larga, horizontal, homogénea,
de comprimento D e massa M = 3m. A barra gira em torno
de um eixo vertical que passa pelo seu centro. O equilibrista
comeca entdo a caminhar sobre a barra. em dire¢do ao eixo
de rotacdo, com velocidade constante. Considere o periodo
inicial de rotacdo do sistema igual a 7j.

Considere o equilibrista como uma massa puntiforme.

1
Dado: Ic s (barra) = 1—2MD2.



a) Determine o torque das for¢as que atuam sobre o equi-
librista em relag¢do ao centro da barra.

b) Determine o momento angular do sistema quando o
equilibrista atinge o centro da barra. Determine o pe-
riodo de rotacao do sistema nessa situacao.

c) Determine as energias nas posi¢des inicial e final do
sistema. Nesse movimento, a energia do sistema va-
riou?

Q7. Uma particula de massa m se encontra no interior de um
cano oco, liso, estreito e longo que gira num plano horizontal
com velocidade angular w constante. O eixo de rotacdo passa
por uma das extremidades do cano, como mostra a figura.

a) Escreva a lagrangiana da particula.

b) Obtenha as equacdo de Lgrange do movimento da par-
ticula.

c) Determine o movimento da particula, considerando
que inicialmente ela € lancada do centro de rotagdo
com velocidade V.

d) Obtenha a funcdo Hamiltoniana ( H) do movimento
dessa particula e as equagdes de Hamilton do movi-
mento.

e) Dentre as grandezas fisicas H e E (energia), quais siao
conservadas? Justifique sua resposta.

2012-2

Q6. Um corpo celeste de massa m se aproxima do
Sol (massa M > m) seguindo uma trajetdria hiperbodlica e
quando estd a uma distancia r dele, a sua velocidade € v e
faz um angulo de 30° com o raio vetor ao Sol.

a) Calcule o momento angular L e a energia E desse
corpo celeste.

b) Determine a distancia r,, de maxima aproximagdo do
corpo celeste ao Sol, expressando o seu resultado em
termosde L e E.

¢) Quando o corpo celeste atinge a distancia r, de ma-
Xxima aproximacao, sofre um choque com um pequeno
asteroide de tal maneira que sua massa ndo varia, po-
rém ele passa a descrever uma Oorbita circular de raio
rp no mesmo plano da 6rbita anterior. Calcule a nova

energia e o novo momento angular do corpo celeste
apos a colisdo, expressando o seu resultado em termos
derp.

Q7. Umabolade massa m =450g estd presa a uma molacuja
energia potencial em fun¢do da elongacio x estd mostrada na
figura abaixo (linha sélida).

Expresse as respostas no SI.

a) Determine a constante eldstica da mola, para pequenos
deslocamentos.

b) Esboce um gréfico da for¢ca que atua sobre essa bola
em func¢do da elongacdo da mola.

Sabendo que o movimento da bola é unidimensional e sua
elongacdo médxima é de 3cm:

¢) determine sua velocidade maxima;

d) determine a energia cinética da bola nesse movimento
para a elongacdo da mola x = —2cm;

e) Determine a posi¢do (x < 0) em que a bola deve ser
solta a partir do repouso para atingir o ponto x =5
com velocidade nula.

2012-1

Q1. Duas esferas ocas, ambas de massa M e raio R, que
estdo girando em torno do centro de massa (CM) do sistema
com um periodo inicial 7, s3o mantidas distantes dy = 8R
uma da outra por um fio ideal que passa pelos respectivos
centros, conforme ilustra a figura abaixo.




Num dado instante um motor, colocado dentro de uma das
esferas, comeca a enrolar o fio lentamente, aproximando uma
esfera da outra. Considere que o momento de inércia do mo-
tor seja desprezivel quando comparado ao das esferas. Des-
considere efeitos da gravidade e expresse todos os seus resul-
tados em temros de M, R e T,. Dado: o momento de inércia
da casca esférica em relagdo a um eixo que passa pelo seu

(2
centroegMR .

a) Determine o momento angular desse sistema em rela-
¢do ao seu centro de massa, antes do motor ser ligado.

b) Calcule a velocidade angular de rotagdo, w f, no ins-
tante em que uma esfera encosta-se a outra.

c) Calcule a variacdo da energia cinética do sistema até
esse instante.

d) Qual fo1 o trabalho realizado pelo motor para fazer
com que as esferas se encostem?

Q2. Um péndulo simples consiste de uma massa m pendu-
radaa partirde um ponto fixo por uma barra estreitade massa
desprezivel, inextensivel, de comprimento ¢. Seja g a acele-
racdo da gravidade, faca sempre a aproximacgao de pequenos
angulos.

a) Escreva a equacdo de movimento desprezando o atrito.
Obtenha a frequéncia natural w do péndulo.

b) Determine 6 (¢) para as seguintes condi¢des iniciais:

_ e 200 _
6(0)=0c—==0Q.

c) Escreva a equacdo do movimento do péndulo na pre-
senca de uma forma de atrito viscoso dada por

do
FR :2m\/g_€E

d) Na situacdo do item (c), determine 6 (¢) para as seguin-

tes condicoes iniciais: 6 (0) = g e

2011-2

Q1. Uma bala de massa m € disparada com velocidade
v contra um disco homogéneo de massa M e raio R, inici-
almente parado, que se encontra deitado sobre uma superfi-
cie horizontal lisa sem atrito. Suponha que a bala atinja o
disco como indicado na figura e fique retida na superficie do
disco. Considere que o centro de massa do sistema (disco +
bala) apds a colisdo coincide com o centro do disco. Dado:
ISM =1 MR

disco

a) Qual é a velocidade do centro do disco apds a colisdo?

b) Qual € velocidade angular do sistema (disco + bala)
apos a colisdo?

¢) Qual € a variacado de energia do sistema devido a coli-
sao?

Q2. Uma particula de massa m sob a acdo da gravidade g
constante estd vinculada a se mover no interior da superficie
de um cone invertido cuja geratriz forma um angulo a com
o eixo do cone. O vértice do cone estd na origem e seu eixo
ao longo da dire¢ao vertical. O atrito pode ser desprezado.

a) Determine a energia cinética e a energia potencial da
particula. Sugestdo: utilize coordenadas esféricas

b) Escreva a lagrangiana do sistema e obtenha as equa-
coes de movimento.

¢) Ha grandezas fisicas conservadas no movimento dessa
particula? Se héa, diga quais sdo essas grandezas, ar-
gumentando sobre como chegou a conclusdo que sao
conservadas.

d) A partir da definicdo da hamiltoniana, obtenha sua
forma explicita em termos das coordenadas e momen-
tos generalizados, e compare-a com a energia meca-
nica da particula.

e) Mostre que a particula em questdo pode executar pe-
quenas oscilacdes radiais em torno de um raio de equi-
librio r( e determine sua frequéncia. Compare o valor
obtido com a frequéncia de revolu¢do no movimento
circular.

2011-1

Q1. Considere um corpo de massa M de secdo transversal
circular de raio R que rola sem deslizamento sobre um plano
que possui um angulo de inclina¢do 6 em relagdo a horizon-
tal, conforme mostra a figura abaixo. O coeficiente de atrito
estético entre o corpo € o plano é u.. O momento de inércia
do corpo em relagdo a um eixo passando pelo ponto O é [ e
a aceleracdo da gravidade € g.
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a) Desenhe o diagrama de forgas para o corpo. Escreva
a equacdo que relaciona a velocidade angular, ¢, e ro-
lamento do corpo e a velocidade de translacdo, X, que
caracteriza um rolamento sem deslizamento.

b) Determine a aceleragdo, X, associada a translaciao do
corpo ao longo do plano inclinado, em termos dos pa-
rametros que constam no enunciado.

c) Assuma que o corpo inicia o seu movimento a par-
tir do repouso na origem do sistema de coordenadas
cartesianas indicado na figura. Calcule a energia me-
canica no inicio e no final do movimento. A energia
mecanica do sistema € conservada?

d) Calcule o momento de inércia I considerando que o
corpo seja (1) um anel e (i1) um disco. Assuma que as
massas dos corpos estdo uniformemente distribuidas.
Suponha agora que o dngulo 6 possa ser variado. A
partir de qual € cessa 0 movimento de rolamento puro
e o corpo comeca a deslizar, nos casos (1) e (ii) acima?
Deixe a resposta em termos de .

Q2. Considere o péndulo invertido da figura abaixo, com-
posto por uma barra de massa M e momento de inércia I
em relacdo ao seu centro de massa, cujas coordenadas sio
(X,Y). A barra pode girar livremente no plano xy em torno
deum eixo derotagio que passa pelaposicdo (x,,yp), auma
distancia do centro de massa. A aceleracdo da gravidade € g.

/. .
0 a (X.Y)

&7 x

>

3 ,;;/f;/(
(X, Yo )
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a) Escreva as equagdes para a energia cinética e potencial
do sistema em termos de X, Y e 6.

Para os itens (b), (c) e (d) assuma que um agente externo
faz o eixo de rotacdo oscilar horizontalmente com frequéncia
angular w, ou seja, tem-se y, (1) = 0 e x, () = A cos(wt).

b) Escreva a lagrangiana do sistema em termos da coor-
denada generalizada 6.

c) Escreva a equacdo de movimento para a lagrangiana
do item (b).

d) Considere que o sisttma executa pequenas oscila-
coes (0 pequeno). Mostre que neste caso, 6(t) =
a cos(wt) + Bsin(wt) € uma solucdo para o problema.
Determine « e 3.

2010-2

Q1. A interacdo entre dois d&tomos de massas m e, m; ,
que formam uma molécula, pode ser descrita pelo potencial

de Lennard-Jones dado por
p\ 12 b\O
() -]
X X

onde A e b sdo parAmetros positivos e x a separagao interato-
mica. Trate o problema classicamente e despreze qualquer
tipo de rotagao da molécula.

Vix)=A

a) Determine a posic¢ao de equilibrio em fungdo de A e b.
b) Calcule a menor energia para dissociar a molécula.

c) Mostre que o equilibrio € estdvel e calcule a frequéncia
de pequenas oscilacdes em torno da posicdo de equili-
brio.

d) Desenhe um grafico do potencial de Lenard Jones in-
dicando os parametros obtidos nos itens (a) e (b).

Q2. Atualmente, a totalidade dos atletas de alto nivel de salto
em altura utiliza uma técnica para o salto batizada de “Salto
Fosbury”. Suponha que nesse salto o atleta possa ser apro-
ximado por uma barra rigida de comprimento ¢, inclinada
por um angulo 6 e movendo-se com uma velocidade v para
a direita conforme mostra a figura abaixo. No momento do
“salto” essa barra comeca a girar em torno do ponto P. A
barra possui uma massa m homogeneamente distribuida.

J

N -

P

a) Calcule o momento de inércia da barra em relagdo a
sua extremidade.

b) A conservacdo de uma grandeza fisica permite que a
barra obtenha uma componente vertical para a veloci-
dade do seu centro de massa. Qual € essa grandeza
fisica?

c¢) Calcule a componente vertical v, da velocidade do seu
centro de massa imediatamente ap0s atingir o ponto P.

d) Qual € a altura maxima atingida pelo seu centro de
massa em relacio ao solo.



2010-1

Q1. Uma particula de massa m colide com uma barra fina
e homogénea inicialmente em repouso, de momento de inér-
cia I = M [?/12 relativo ao seu centro de massa, sendo M a
sua massa e [ o seu comprimento. Antes da colisdo, a par-
ticula move-se perpendicularmente a barra com velocidade
vo - A particula colide elasticamente com a extremidade da
barra, conforme ilustra a figura abaixo

M

a) Escreva as equacdes que expressam as grandezas fisi-
cas conservadas na colisdo.

b) Determine o vetor velocidade de translacdo do centro
de massa da barra imediatamente apds a colisdo.

c) Determine o vetor velocidade angular de rotacdo da
barra imediatamente apds a colisdo.

d) Determine o vetor velocidade da particula imediata-
mente apos a colisdo.

Q2. Uma particula de massa m pode se mover sem atrito
num aro de raio R, como mostrado na figura abaixo. O aro
gira com velocidade angular constante w em torno do eixo
vertical, como mostra a figura abaixo. Considere a acelera-
cdo da gravidade g.

Qi_) ®

a) Determine a energia cinética da particula em funcgdo
de 0,0 R,m,e w.

b) Determine a lagrangiana da particula, adotando ener-
gia potencial nula no ponto correspondente a 6 = 0.

c¢) Determine a equacdo de movimento da particula.

d) Determine os pontos de equilibrio.

2009-2

Q1. Um disco uniforme, de secdo reta circular de raio R,
massa M e momento de inércia / (com relagdo ao eixo per-
pendicular ao plano do disco e que passa pelo seu centro),
encontra-se preso a uma mola de constante k, massa despre-
zivel e um certo comprimento de repouso, como é mostrado
na figura abaixo. O disco rola sobre a superficie sem deslizar
e seu movimento estd confinado ao plano da figura.

a) Escreva a equacgdo para a energia mecanica do sistema
em funcdo da velocidade do centro de massa e da dis-
tensdao da mola.

b) Obtenha a equacdo de movimento para o centro de
massa do disco.

¢) Determine a frequéncia angular de oscilacdo do centro
de massa do disco.

Q2. Uma particula de massa m move-se em um potencial

V(r) = 33 sendo C uma constante positiva. Considere
r
que a particula possua momento angular L diferente de zero.

a) Escreva a equacdo para a energia mecanica da parti-
cula em termos da distincia r a origem, da sua deri-
vada temporal 7, do momento angular L, da massa m
e da constante C.

b) Considerando os termos que s6 dependem de r na
energia mecinica como um potencial efetivo V¢ (r),
esboce o gréfico de V, ¢ (r).

c) Existem Orbitas circulares para essa particula? Em
caso afirmativo, determine o raio de cada uma dessas
possiveis Orbitas e discuta a estabilidade das mesmas.

d) Calcule a energia mecanica minima, E,,;,, acima da
qual a particula vinda do infinito é capturada pelo po-
tencial, ou seja, ndo retorna mais para o infinito.

2009-1

Q1. Uma particula de massa m acha-se sob a acdo de uma
forca cuja energia potencial é dada por

Ux)= ax? —bx>,
onde a e b s@o constantes positivas.

a) Obtenha a expressdo para a forca que atua sobre essa
particula.



b) Calcule os pontos de equilibrio indicando se eles sdao
estdveis ou instaveis.

c) Calcule a frequéncia de pequenas oscilagdes em torno
do ponto de equilibrio estavel.

d) Qual deve ser o valor minimo da energia cinética da
particula quando esta se encontra em x = ( para que
ela ndo fique confinada na regido em torno da origem?

Q2. Um péndulo simples consiste de um corpo de dimen-
sOes despreziveis e massa m amarrado a um fio de massa
desprezivel e comprimento £. O péndulo encontra-se sob a
acdo da gravidade e pode oscilar num plano vertical. Este
péndulo estd amarrado a um ponto de fixacao que se desloca
com acelerac¢do constante a ao longo de uma reta horizon-
tal no plano de oscilagdo. Adote um sistema de coordenadas
tal que x seja horizontal, apontando na direcdo e sentido de
d e y seja vertical apontando para baixo. Considere que o
ponto de fixacdo se encontra em x =y = 0 com velocidade
vx =vy =0emz =0.

a) Escreva a Lagrangeana que descreve o movimento do
péndulo em funcao dos parametros dados no problema
e do angulo # formado entre o fio e a vertical.

b) Obtenha a equacdo de movimento do péndulo.

c¢) Encontre o valor inicial do angulo # que mantém o
péndulo com essa inclinacao fixa durante todo o mo-
vimento.

2008-2

Q1. Considere uma particula de massa m movendo-se sob
a acdo do potencial
kx?  kx*
Vix)y=s—7/-—
2 4a?
onde k e a sdo constantes positivas. Suponha que o movi-
mento seja unidimensional e despreze as forcas de atrito.

a) Escreva a equacdo de movimento.

b) Faca um esboco do grafico de V(x) e descreva os tipos
de movimentos possiveis.
mx?
c) Mostre que a fungdo h(x, X) = T +V(x) é uma

constante do movimento. Encontre a solu¢cdo x(z) para
2

ocasoh :% ex(0)=0.

Q2. Considere um péndulo plano formado for uma haste
inextensivel de comprimento £ e massa desprezivel tendo na
sua extremidade uma particula pontual de massa m.

a) Escrevaasequacdes de movimentoda particulaem co-
ordenadas polares r e 6.

b) Suponha que o péndulo seja lancado de 6 (0) = 6y com
6(0) = 0. Calcule o valor midximo que a tensdo na
haste atinge durante o movimento.

¢) Encontre 6 (¢) na aproximagio de pequenas oscilagdes
supondo 8 (0) =0pe 8(0)=0

d) Esboce um grafico mostrando como o periodo do mo-
vimento da particula varia com a sua energia.

2008-1

Q1. Considere um corpo de massa m preso a uma mola
de constante eldstica k e sujeito a uma forga externa F(t) =
Focos(wt). Suponha que o movimento da massa seja unidi-
mensional e despreze as forcas de atrito.

a) Escreva a equacdo de movimento.

b) Obtenha a solucdo geral da equacdo homogénea,
xp(t), e uma solucdo particular da equacdo ndo-
homogénea, x ,, (1).

c) Escreva a solugdo total x() e imponha as condi¢bes
iniciais x (0) = xpe x(0) = 0.

d) Obtenha x (¢) no limite w — wyq , onde wy = Vk/m.
Q2. Considere uma particula de massa m movendo-se sob

4
, r

a acdo do potencial central V (r) = k (—) onde k e ry
ro

sdo constantes positivas. Em coordenadas polares o movi-

dV,y

mento radial é dado pela equacdo mi' = —
2

onde Vs =

V(r)+ Py e L = mr’6 é o momento angular perpendicular
mr

ao plano do movimento.
a) Faca um esboco do potencial efetivo.

b) Encontre a distincia a da particula ao centro de forgas
para que seu movimento seja uma Orbita circular com
momento angular L = 2r Vmk. Calcule o valor das
energias cinética, potencial e total nesta 6rbita.

c¢) Calcule o periodo de rotagdo deste movimento circu-
lar.

d) Se a particula em 6rbita circular sofrer uma pequena
perturbacdo que ndo altere o valor de L ela comecard a
oscilar em torno da érbita original. Calcule o periodo
de pequenas oscilacdes radiais deste movimento.

ELETROMAGNETISMO
2015-2

Q1. Uma espira condutora retangular (comprimento a,
largura b e resisténcia R) situa-se nas vizinhangas de um fio
reto infinitamente longo que € percorrido por uma corrente i
para a direita, conforme a figura.
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A espira afasta-se do fio com uma velocidade constante Vv,
de forma que a distancia do centro da espira ao fio é dada por
s(t) = so+vt. Calcule:

a) o modulo do campo magnético produzido pela cor-
rente num ponto situado a uma distancia r do fio. In-
dique a dire¢do e o sentido do campo na regido delimi-
tada pela espira;

b) o fluxo magnético na regido delimitada pela espira
para um dado valor de s (7);

c) a forca eletromotriz induzida na espira para uma certa
distancia s (¢);

d) a corrente induzida na espira, i;, 4. Indique o sentido
da mesma.

Q2. Um meio condutor tem condutividade elétrica o, per-
meabilidade magnética u e permissividade elétrica € = K €,
em que K € a constante dielétrica real. A equacdo de onda
para o campo elétrico neste meio é dada por

1
sendo — = uo€p.
c2

a) Mostre que a funcdo de onda plana monocromatica
E(z,1) = Ege!@=42) & solugdo da equagdo diferen-
cial acima. Encontre a relagdo entre o nimero de
onda complexo, g, e a frequéncia angular, w, para que
E(z,1) seja solu¢do. Mostre também que § se torna
real no caso de um meio isolante.

b) Encontre a constante dielétrica complexa, K, usando

a relag@o entre o nimero de onda e a constante dielé-
2

trica, §* = 12% . Verifique que a partereal de K éigual
c

a K, como esperado, e explicite a parte imagindria de

K.

c) Facaaaproximacdo para baixas frequéncias naexpres-
sdo da constante dielétrica complexa do item (b) e cal-
cule o indice de refracdo complexo, 7 = VK. Mostre
que as partes real e imagindria de 7 sdo iguais neste
caso.

d) A profundidade de penetracdo da onda no meio con-
dutor, ¢, é dada pelo inverso da parte imagindria do

nimero de onda, g;, ou seja, 0 = Lembre-se

10

de que ¢ = fi= e calcule a profundidade de pene-
c
tracdo para a prata (Ag) na regido de micro-ondas
( f= 23 = IOGHZ), para a qual vale a aproximacao
V4

do item (c). A condutividade da prata nesta faixa de
frequéncias € o4y = 3 X 107 (Qm)~'. Aproxime o re-
sultado do célculo e obtenha a ordem de grandeza de
0ag (1m,10cm, Icm...)

2015-1

Q1. Questao

a) Um cilindro dielétrico macico, de comprimento infi-
nito e raio a, possui uma densidade de carga volu-
métrica uniforme e positiva p. Uma casca cilindrica,
também dielétrica, de raio b > a, com eixo comum ao
cilindro, tem uma densidade de carga superficial uni-
forme e negativa o, de forma que a carga total do cilin-

dro mais casca, em certo comprimento, € zero, € por-
2

a
tanto o = —2—

. 2b o
asregides r < a,a <r < beb <r sendo r a distancia

do eixo do cilindro.

. Calcule o campo elétrico E (r) para

o

b) Considere em seguida que o conjunto cilindro mais
casca se move para a direita com velocidade v. O mo-
vimento d4 origem a uma corrente elétrica I = mra?pv
no cilindro macigo, para a direita e uniformemente dis-
tribuida na secdo reta, de forma que a densidade de
corrente fica sendo dada por J= V. Da mesma forma,
a casca em movimento d4 origem a uma corrente de
mesma intensidade /, mas em sentido contrario (para
a esquerda). Calcule a indugdo magnética B para as
regides r <a,a<r<beb<r.

Q2. O campo elétrico de uma onda plana monocromatica no
vacuo é dado por

E(z,t) = (E\R + Ey§) e’ ket

onde X e y sdo versores cartesianos nas dire¢des x e y, res-
pectivamente, e E| e E, sdo constantes.

a) Encontre a indu¢cdao magnética B (z,1).

b) Mostre que o campo elétrico e a indu¢do magnética
sdo0 ortogonais entre si.

c¢) Encontre o vetor de Poynting da onda.



2014-2

Q1. Um capacitor esférico € composto por uma esfera
condutora de raio R, concéntrica com uma casca condutora
esférica de raio R, e espessura desprezivel,com Ry < R;. O
condutor interno possui carga +Q e o externo —Q.

a) Calcule o campo elétrico e a densidade de energia em
funcdo de r, onde r € a distancia radial a partir do cen-
tro dos condutores, para qualquer r.

b) Determine a capacitincia C do capacitor.

c) Calcule a energia do campo elétrico armazenada em
uma casca esférica de raio r, espessura dr e volume
4rr?dr, localizada entre os condutores. Integre a ex-
pressdo obtida para encontrar a energia total armaze-
nada entre os condutores. D€ sua resposta em termos
da carga Q e da capacitancia C.

Q2. Duas bobinas idénticas, compostas cada uma por um
anel de raio R e espessura desprezivel, sdo montadas com
seus eixos coincidentes com o eixo- z, conforme se vé na fi-
gura abaixo. Seus centros estdo separados por uma distancia
d, com o ponto médio P coincidindo com a origem do eixo-z.
Cada bobina transporta uma corrente elétrica total de densi-
dade I. Ambas as corretes t€m o mesmo sentido anti-horério.

a) Utilize a lei de Biot-Savart para determinar o campo
magnético de uma tnica bobina ao longo de seu eixo
de simetria.

b) A partir do resultado anterior, obtenha o campo mag-
nético B (z) ao longo do eixo-z das duas bobinas.

¢) Admitindo que o espagamento d seja igual ao raio das
bobinas, mostre que, no ponto P, as seguintes igualda-
dB d’B

des sdo validas: == =0e —= =0.
es sdo vdlidas 7 edz2

d) Considerando os graficos abaixo, de B (em unidades
arbitrdrias) versus z, qual a curva descreve o campo

magnético ao longo do eixo- z na configuracdo do item
(b)? Justifique.

e) Supondo que a corrente na bobina superior tenha seu
sentido invertido, calcule o novo valor do campo mag-
nético no ponto P.

2
!
R T
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2014-1

Q1. Considere um condutor macroscépico de forma arbi-
traria, cuja superficie € fechada e suave. Partindo da lei de
Gauss e considerando que o rotacional do campo eletrosta-
tico é nulo:

a) Calcule o campo elétrico no interior do condutor.

b) Obtenha a componente normal do campo elétrico na
superficie externa do condutor em termos da densi-
dade superficial de carga.

¢) Obtenha a componente tangencial do campo elétrico
na superficie do condutor.

Q2. Considere um conjunto de solucdes de ondas planas
eletromagnéticas no vacuo, cujos campos (elétrico e mag-
nético) sdo descritos pela parte real de fungdes: u (x,t) =
Aé' (k% _‘“t), onde k ¢ o vetor de onda que determina a dire-
cdo de propagacdo da onda, e w € a frequéncia angular, que
se relaciona com o vetor de onda por w = V|E|, ondev = \/—%
¢ a velocidade de propagacdo das ondas.

a) Mostre que o divergente de i (x,¢) satisfaz: V-ii =i k-
i.

b) Mostre que o rotacional de i (x,t) satisfaz: Vxu =
ik Xii.

c) Demonstre que as ondas sdo transversais € que 0s ve-
= = -
tores E, B, e k sdo mutuamente perpendiculares.

2013-2

Q1. Considere um fio infinitamente longo disposto para-
lelamente ao eixo- z, interceptando o plano z =0em x =a e
y = 0, conforme mostra a figura. O fio estd carregado com
densidade linear de carga elétrica A uniforme.

a) Determine o potencial elétrico V (x,y,z) em todo o es-
paco, de forma que o potencial seja zero no eixo- z.
Sugestdo: pode-se calcular o potencial a partir do
campo elétrico do fio longo, que é obtido de forma
simples usando a lei de Gauss.

b) Considere agora, além do fio, um condutor plano in-
finito (aterrado) ocupando o plano x = 0. Calcule
V(x,y,z) para a regido x > 0 do espago. Sugestdo:
utilize o método das imagens.



¢) Qual a densidade superficial de carga o (y,z) induzida
no condutor plano em x = (0?

d) Calcule a integral f _o; o (v,z) dy e discuta o resultado
obtido.

Q2. Um fio carregado com densidade linear de carga elétrica
A > 0 estd colado (formando um anel) na borda de um disco
isolante de raio a, que pode girar ao redor de seueixo vertical
sem atrito. O comprimento do fio € exatamente 2ra. Apenas
na regido central do disco, até um raio b < a, age um campo
magnético uniforme B vertical para cima.

a) O campo magnético € agora desligado. Obtenha a ex-
pressao para o torque devido a forca eletromotriz indu-
zida no fio, em termos da variagdo temporal do campo

. dB .
magnético, — . A partir deste resultado, calcule o mo-

mento angular final do disco (mé6dulo e direcdo).

b) Considerando como dado o momento de inércia I do
sistema disco-+fio, calcule o campo magnético (mo6-
dulo e dire¢do) produzido no centro do disco pelo anel
de carga na situacdo final acima.

2013-1

Q1. Considere uma esfera sélida, uniformemente carre-
gada, de carga Q e raio R.

a) Determine o vetor campo elétrico £ em um ponto a
distancia r do centrodaesfera, noscasosr > Rer <R.

b) Obtenha a forca d F sobre um elemento de volume dV
da esfera, localizado na posi¢ao 7.

c) Determine agora, por integragdo, a forga total F que
age sobre o hemisfério superior da esfera.

Q2. Um capacitor de placas paralelas é formado por dois
discos circulares de raio a, separados entre si de uma distan-
cia d < a, no vacuo. As placas estdo ligadas a um gerador
de corrente alternada de frequéncia w, que produz uma carga
uniforme na placa do capacitor, dada por g () = gosin (wt).
Sdo desprezados efeitos de borada. Supondo baixas frequén-

1
VHO€0
da luz), o campo elétrico E entre as placas pode ser conside-
rado uniforme. Considere um sistema de coordenadas cilin-
dricas, (r,0,z), com eixo-z passando pelo cento das placas,
conforme indicado na figura.

é a velocidade

) wa
cias, de forma que — < 1 (onde ¢ =
c
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a) Calcule a expressdo para o campo elétrico E entre as
placas.

b) Calcule o campo magnético B, em funcdo do raio r, na
regido entre as placas do capacitor.

(ExB)
Ho

d) Usando a aproximacao de baixas frequéncias, mostre
que é satisfeita a conservagdo de energia, expressapela

B\

— | éa
ot Ho
densidade de energia contida no campo eletromagné-
tico.

-

c¢) Calcule o vetor de Poynting S =

condi¢do V - S+ 0, onde u = -% eE? +

2012-2

Q1. Um cilindro de altura / e raio externo b € feito de um
material com condutividade elétrica o e permissividade elé-
trica €. O cilindro é furadoao longo de seu eixo de forma que
seu raio interno € a. Um material de alta condutividade elé-
trica preenche o furo central do cilindro e forma também uma
casca cilindrica em torno da sua borda externa, formando
os contatos elétricos do cilindro, conforme ilustra a figura
abaixo. Considere /& > b de modo que os efeitos de borda
podem ser desprezados. Aplica-se uma diferenca de poten-
cial elétrico Vj entre esses contatos (tome V = 0 na superficie
externa do cilindro).

. . . (0
a) Mostre que, no regime estaciondario (6_/? = ) , aden-

sidade de carga no interior do meio condutor homogé-
neo € nula.

b) Mostre que, nesse caso, o potencial elétrico obedece a
equacdo de Laplace e obtenha o vetor campo elétrico

E (7) no interior do cilindro.

c¢) Calcule a carga livre total acumulada na superficie do
contato interno (raio a) e a capacitancia entre os dois
contatos elétricos.

d) Calcule a resisténcia elétrica entre esses dois contatos
elétricos.



o T

Q2. Um cilindro condutor de raio a conduz uma corrente /
ao longo de seu eixo-z. A densidade de corrente J no interior
do cilindro varia de acordo com a expressao:

> J
Jrp.2)=2"" sin(”r),
r a

onde r € a distancia radial entre o ponto considerado e o eixo
do cilindro.

a) Determine a constante Jy em termos de / e a.

b) Calcule o campo magnético B fora do cilindro condu-
tor (r > a) e expresse seu resultado em termos de / e
a.

c¢) Calcule o campo magnético B no interior do cilindro
condutor (r < a)e expresse seuresultado em termos de
lea.

d) Esboce o gréifico qualitativo do médulo do campo
magnético, B(r), indicando seu comportamento em
r=0er=a.

2012-1

Q1. Um cabo co axial é composto por um longo cilindro
reto condutor de raio a e uma fina casca cilindrica condutora
de raio b e concéntrica ao cabo interno. Os dois condutores
transportam correntes iguais e opostas de intensidade i.

a) Determine o médulo do campo magnético na regido
entre os dois condutores (a < r < b).

b) Determine o médulo do campo magnético na regiao
externa ao cabo coaxial ( > b).

c) Encontre o médulo do campo magnético no interior do
cilindro interno (r < a) se a corrente estd distribuida
uniformemente na secdo transversal do mesmo.

d) Calcule a energia armazenada no campo magnético
por unidade de comprimento do cabo .

Q2. Um capacitor esférico isolado possui carga +Q sobre o
condutor interno (raio r,) e carga —(Q sobre o condutor ex-
terno (raio rp). A seguir, a metade inferior do volume entre
os dois condutores € preenchida por um liquido de constante
dielétrica relativa K, conforme indicado na secdo reta da fi-
gura abaixo.
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a) Calcule o médulo do campo elétrico no volume entre
os dois condutores em func¢ao da distancia r ao centro
do capacitor. Forneca respostas para a metade superior
e para a metade inferior desse volume.

b) Determine a densidade superficial de cargas livres so-
bre o condutor interno e sobre o condutor externo.

c¢) Calcule a densidade superficial de caragas de polariza-
cdo sobre as superficies interna (r,) e externa (rp)do
dielétrico.

d) Qual é a densidade de carga de polarizacdo sobre a
superficie plana do dielétrico? Explique.

e) Determine a capacitancia do sistema.

\/

2011-2

Q1. Em uma fabrica de chocolate em po, utiliza-se tubu-
lagdes com o ar comprimido para mover o chocolate em p6
entre diferentes setores. Entretanto, com o atrito, o choco-
late, acaba ficando eletricamente carregado, de tal forma que
temos uma densidade volumétrica uniforme de cargas posi-
tivas p dentro da tubulagdo de raio R. Suponha que os tubos
sdo condutores e encontram-se aterrados, e que a constante
dielétrica do ar nao € alterada pelo chocolate em po.

a) Calcule o campo elétrico dentro e fora da tubulagdo,
considerando que estd € um cilindro muito longo.

b) Calcule o potencial elétrico dentro e fora da tubulagio.
Tome V = 0 na parede do tubo.

¢) Esboce o grafico do campo elétrico e do potencial em
funcao da distincias ao eixo da tubulagio.

d) Se o campo elétrico for maior que um certo valor Ey,
podemos ter o rompimento da rigidez dielétrica do ar,
resultando numa faisca elétrica. Como o chocolate em
p6 € muito inflamdvel, uma faisca no interior da tu-
bulagdo poderia causar uma explosdo. Determina qual
condicdo a tubulacdo deve satisfazer para evitar este
risco.

Q2. Um plasma pode ser pensado como um gas cldssico (ndo
relativistico) de {ons positivos e elétrons. Estamos interessa-
dos inicialmente na interacdo de uma onda eletromagnética
com os elétrons livres deste plasma, jd que estes t€m massa
muito menor do que os fons positivos.



a) Para uma onda eletromagnética harmonica transversal,
seu campo elétrico E pode ser expresso da forma:

E= E"Oei(lg-f—wt).

Mostre que nas operac¢des envolvendo V este opera-
dor pode ser substituido por ik, e as derivadas tempo-

rais Y por —iw. Reescreva as equacdes de Maxwell
usando estes fatos.

Considere que a onda harmonica se propaga na dire-
¢do z e suponha que o numero médio de elétrons por
unidade de volume do plasma é n.

b) Mostre que a densidade de corrente induzida
pelo campo elétrico da onda é

onde e e m sdo, respectivamente, a carga e a
massa do elétron, e w € a frequéncia da onda.
Justifique cuidadosamente suas hip6teses.

c¢) Partindo das equagdes de Maxwell, obtenha a re-
lagdo de dispersdao w (k) para a propagacao da
onda.

d) O plasma admite a propagacdo de ondas com
quaisquer frequéncias? Justifique sua resposta.

2011-1

Q6. Coloca-se uma esfera metdlica descarregada, de raio
R, numa regidao do espago inicialmente preenchida por um
campo elétrico dado por E; = Eok. Escolha a origem do sis-
tema de coordenadas no centro da esfera.

a) Esboce as linhas do campo elétrico em toda a regido
do espaco. Justifique o esbogo utilizando argumentos
fisicos.

b) Determine o campo elétrico Ef (7) em toda a regido
do espago. Em particular, encontre os campos para os
pontos em que |7] > R e |F|] ~ R e verifique se eles sdo
consistentes com o esboc¢o no item (a).

c) Ache a densidade de carga na esfera. Se a esfera pos-
suir raio igual a 10 cme Eg= 100 N/C, calcule as car-
gas acumuladas nos hemisférios norte e sul da esfera.

d) Suponha que a esfera metdlica seja substituida por
uma esfera dielétrica. Discuta qualitativamente o que
ocorre neste caso e esboce as linhas do campo elétrico
em toda a regido do espaco.

Q7. Considere o arranjo hipotético ilustrado na figura
abaixo, em que um fio sélido de raio a estendido ao longo do
eixo z conduz uma corrente elétrica /, uniformemente distri-
buida sobre a sua secdo transversal, que ¢ mantida constante.

A pequena lacuna no fio, de largura w <« a, forma um ca-
pacitor de placas paralelas. A carga no capacitor € zero no
instante ¢ = 0.

a) Encontre o vetor campo elétrico na lacuna em funcao
dadistancia p a partir do eixo z e do tempo 7, além dos
parametros /, w e a. Despreze os efeitos de borda.

b) Encontre o vetor campo magnético na lacuna em fun-
cdo de p et e dos parametros I, w e a.

c) Calcule a densidade de energia eletromagnética uep
e o vetor de Poynting na lacuna, indicando explicita-
mente a sua dire¢do e o seu sentido.

d) Determine a energia total U em na lacuna em funcdo
do tempo. Compare a taxa de variacio de Uy, com 0
tempo e o fluxode energia por unidade de tempo (fluxo
de poténcia), obtido fazendo-se a integral de superficie
do vetor de Poynting.

2010-2

Q1. Um cabo coaxial € constituido por um fio sélido de
raio a envolto por uma casca cilindrica concéntrica de raio b,
com comprimento L > b. Ele € usado como linha de trans-
missdo entre umabateria de fem V e umaresisttncia R, como
indicado na figura abaixo. Despreze a resisténcia do cabo.

a) Calcule o vetor campo elétrico no interior do cabo co-
axial (a < r < b).

b) Calcule o vetor campo magnético no interior do cabo
coaxial (a < r < b).

c¢) Calcule o vetor de Poynting, indicando esquematica-

mente os vetores E, B e S com relacio a secdo trans-
versal do cabo coaxial. O que aconteceria se os pélos
da bateria fossem invertidos?

d) Usando o vetor de Poynting, calcule a poténcia que
flui da bateria para o resistor e explique por que este
resultado € esperado.

Observagdo:  Indique claramente as superficies
gaussianas e/ou caminhos de integracdo utilizados
nos cdlculos acima.
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Q2. Considere uma carga puntiforme Q > 0 a uma distancia
D de uma placa infinita, condutora e aterrada, como ilustrada
abaixo.

a) Desenhe as linhas de campo elétrico e as equipotenci-
ais. Justifique seu desenho.

b) Calcule as componentes X e y do vetor campo elétrico,
em todo o espaco a esquerda da placa, em termos das
componentes do ponto P ilustrado na figura acima.

¢) Qual a densidade de carga na placa?

d) Determine a forga exercida pela placa sobre a carga

0.

-

2010-1

Q1. Considere um fio infinitamente longo, carregado
uniformemente com carga negativa de densidade A, ao longo
do eixo-x. Suponha que acima deste fio, na posicio 7 = y;J,
exista uma carga puntiforme ¢ positiva. O fio e a caraga
estdo em repouso no referencial §. Um segundo referencial,
S’, estd se movendo para a direita, com uma velocidade
relativistica de moédulo v, como mostra a figura abaixo.
Tome a velocidade da luz como sendo c.

i ’ i )
i
ge -
] i
¥
e f— et e x Y - <Y
| /
& 4
P4

a) Calcule a forga resultante, ﬁres, atuando na carga g no
referencial S.

b) Encontre a densidade de carga A’ no referencial §’.
Note que nesse referencial, o fio carregado estd em
movimento, o que implica na existéncia de uma cor-
rente elétrica. Calcule essa corrente, indicando o sen-
tido dela.
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¢) Qual a forga resultante, ﬁr' s>
pare com F,., obtida no item (a). Quais as direcdes e

sentidos dessas duas forcas?

no referencial S’? Com-

d) Arelagdo entre asforcaseletromagnéticas ﬁres e f?r’es ,
obtidas nos itens (a) e (c), sd0 consistentes com oS re-
sultados da teoria da relatividade? Justifique sua res-
posta. Dica: Pela teoria da relatividade restrita, as
transformagoes entre F\ e F/ e entre Fy e F, | onde L
e || indicam as direcoes perpendiculares e paralela ao
eixo-x (direcdo do movimento de S’), respectivamente,
podem ser obtidas sabendo-se que (i) a energia e mo-
mento (E,p) nos referenciais S e S’ se transformam
como o tempo e espaco (t,F) e que (ii) a segunda lei

S d ) -
de Newton, F = ap é vdlida também na relatividade
restrita. Faga a transformagdo somente na diregdo de

Fros e F/!

res-*

Q2. Um condutor esférico macigo, de raio a e carregado com
carga Q > 0, estd envolto por um material dielétrico esférico,

. € .
de constante dielétrica €, = = e raio externo b, conforme
€0

mostra a figura abaixo.

a) Determine o campo elétrico em todo o espago e esboce
um grafico de seu médulo E (7).

b) Determine o potencial no centro das esferas, tomando-
se como zero o potencial infinito.

c) Encontre as distribui¢des de cargas livre e ligada (de
polarizacdo) nas esferas condutora e dielétrica. Faca
uma figura mostrando onde as densidades de cargas se
localizam, indicando se s@o positivas ou negativas.

d) Calcule a energia eletrostatica do sistema.

2009-2

Q1. No instante inicial # = 0, uma particula de massa m
e carga g encontra-se na posicao xoX e com velocidade vo3.
Os campos de forca agindo sobre a particula sdo devidos so-
mente ao potencial elétrico ¢ e ao potencial vetor A, dados
por

® () = apx +aay,

S . R i-r
A(F) = By (2x7)+apBriexp|—|,
2 a
onde aq, a1, By € B sdo constantes reais e it € um versor
constante e real.



a) Calcule o vetor campo elétrico em todo o espaco,
E (7).

b) Determine o vetor indu¢do magnética em todo o es-
paco, B (7).

c) Existe algum valor para a velocidade inicial v tal que
a trajetoria da particula seja uma reta? Em caso afir-
mativo, calcule-o.

Q2. Durante uma tempestade, uma nuvem cobre a cidade de
Sao Paulo a uma altura h = 500m em relagdo ao solo. Va-
mos supor que a largura da nuvem seja bem maior que essa
altura 4. Um baldo meteorolégico equipado com um sensor
de campo elétrico € entdo lancado verticalmente a partir do
solo. Os dados coletados pelo sensor estdo ilustrados na fi-
gura abaixo, onde E (z) é o médulo do campo elétrico em
funcdo da altitude (z = 0 no solo). A espessura da nuvem na
direcdo vertical € igual a 1200 m e sabe-se que a densidade
de carga elétrica € sempre negativa no seu interior.

E(Vim)

S0

1300 1700 2 (m)

a) Indique, em um diagrama, a direcd e sentido do
campo elétrico nas regides abaixo, dentro e acima da
nuvem.

b) Calcule a densidade volumétricade carga na atmosfera
em funcao da altitude, p (z), e esboce o seu grafico.

c¢) Para quais valores de z o potencial elétrico € méximo
ou minimo? Calcule o potencial elétrico nesses pon-
tos? Tome V = 0 no solo.

2009-1

Q6. Uma onda eletromagnética monocromatica polari-
zada linearmente, propagando-se ao longo da dire¢do +X,
¢é representada na notagdo complexa pelo campo elétrico
E (x,1) = $ Ege!®*=1) _Considere que essa onda propaga-se
no ar (ng, = 1) e possui comprimento de onda 4= 0,50 um
(luz verde) e intensidade 1o = 10W/m? .

a) Escreva uma equacao andloga a equagdo acima para o
campo magnético B (x, 1) dessa onda, escrevendo sua
amplitude By em func¢do de E( no sistema SI de unida-
des.

b) Essa onda incide perpendicularmente a uma placa de
1,00 mm de espessura feita de um material que possui
indice derefracdo n =ng +iny, onde n; < ng para on-
das dessa frequéncias. Dada a expressdo abaixo para
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a refletividade R da interface entre o meio 1 (indice
de refracdo n) e o meio 2 (indice de refracdo nj), es-
time a partir do seguinte grifico (intensidade I versus
posicdo x) a parte real ng do indice de refracao do ma-
terial.

nl—n22
R=|—=2

ny+np

c) Estime, também a partir do grafico, a parte imaginaria
ny do indice de refragdo.

d) Qual a frequéncia e o comprimento de onda da radia-
cdo dentro do material?

A

7/
757
7

N

NN

S

05
x (mm)

Q7. Um solendide circular é projetado com 817 mm? de
area de secdo transversal e 40rmm de comprimento. Des-
prezando os efeitos do comprimento finito do solendide, res-
ponda:

a) Quantas voltas de fio s3o necessdrias para que o0 moé-
dulo do campo magnético préximo ao centro do sole-
noide seja de 2,0mT quando percorrido por uma cor-
rente de 1,00A?

b) Se o solendide é enrolado compactamente (sem espa-
camento entre voltas consecutivas) com uma unica ca-
mada de fio de cobre de resistividade 2,0 x 1078 Qm,
qual € a resisténcia elétrica do solendide? Despreze a
espessura do isolante que recobre o fio.

¢) Que diferenca de potencial deve ser aplicada nos ter-
minais do solendide para produzir o campo magnético
de 2,0mT?

d) Para esse valor do campo, qual a energia magnética
armazenada no solendide?

e) Determine a indutancia desse solendide.

2008-2

Q6. Um cilindro muito longo de raio R € fabricado com

. . . . 7 . Zz E
um material isolante cuja constante dielétrica é K (: — ) e
€0



que possui uma densidade de carga livre cilindricamente si-
métrica, mas nao uniforme p(r).

a) Determine p(r) tal que o campo elétrico dentro do ci-
lindro seja radial apontando para fora do mesmo e com
modulo constante Ej ;

b) para a densidade de carga determinada em (a), calcule
o campo elétrico E(r) fora do cilindro;

¢) se o cilindro for entdo envolvido por uma casca cilin-
drica condutora neutra de raio interno a (a > R) e raio
externo b (b > a), concéntrica ao mesmo, determine as
densidades de carga induzidas nas superficies da casca
condutora;

d) para a situagado do item (c), esboce um grafico do mé-
dulo do campo elétrico E(r) em funcao da distancia
ao eixo do cilindro, em todo o espaco.

Q7. Uma barra metélica uniforme de massa M pode deslizar
com atrito desprezivel ao longo de um par de trilhos horizon-
tais fixos separados por uma distancia d, conforme mostra a
figura abaixo. Os trilhos e a ligacdo transversal da esquerda
sdo altamente condutores, de modo que suas contribuicdes
para a resisténcia elétrica do circuito retangular sdo despre-
ziveis. A barra livre e os contatos com os trilhos fixos t€ém
resisténcia elétrica total R. H4 um campo magnético uni-
forme e estaciondrio aplicado externamente, de médulo B,
orientado verticalmente e apontando para cima.

/ 2
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a) Determine a corrente i induzida no circuito em termos
ded, R, B e v, a velocidade instantanea da barra. Con-
sidere como o sentido positivo da corrente na barra
aquele indicado na figura. Ao determinar a corrente
induzida, despreze o campo magnético produzido pela
propria corrente;

b) suponha que em ¢t = 0 a barra esteja numa posicao x
e com velocidade v( . Determine x (¢) e v(t);

c) obtenha expressdes numéricas para x(t), v(t) e i(t)
usando os seguintes parametros: M = 0,10kg, d =
1,0m,R=1,0Q,B=0,2T,xy=3,0me vy =10m/s.
Qual a posicao final da barra quando ela estiver em
repouso

d) E justificivel desprezar no item (a) o campo magné-
tico produzido pela corrente induzida? Para responder
esseitem, calcule a razdo entre o maior valor do campo
magnético produzido pela corrente induzida ( B;) e o
valor do campo aplicado (B). Estime B; calculando
o campo magnético na superficie da barra livre, assu-
mindo que ela € muito longa e tem se¢do transversal
circular com raio a = 3,0mm.
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2008-1

Q6. Uma placa metélica fina e carregada estd imersa em
uma solu¢do aquosa de cloreto de sddio (sal de cozinha),

. e € .
cuja constante dielétricaé K = — = 80. Considere esta placa
€0

como infinita e situada no plano xy de um sistema de coor-
denadas. Determinou-se que o potencial elétrico na solug¢do
nas vizinhancas da placa é dado pela seguinte expressao:

V(x,y,z) = 10exp(-20]z])
com z medido em metros e V em volts.

a) Determine o vetor campo elétrico correspondente a
esse potencial.

b) Qual a magnitude e sinal da densidade superficial de
carga livre o (x,y) da placa?

c) Determine a densidade volumétrica de carga livre
p(x,y,z) na solucdo, nas proximidades da placa.

Q7. O fio retilineo muito longo da figura abaixo conduz

uma corrente i no sentido indicado, cuja magnitude estd cres-
di
cendo a uma taxa e

Tu
{‘

4

a) Quando a corrente no fio € igual a i, calcule o fluxo
magnético através da espira retangular.

b) Obtenha uma expressao para a forca eletromotriz in-
duzida na espira.

c) Se a resisténcia da espira € 0,051€2, calcule o valor
numérico da corrente induzida na espira e indique seu

dt

sentido para a = 12cm, b= 36cm, L = 24cm e
9,6A/s.
FISICA MODERNA
2015-2

Q3. Considere 2 fétons que se propagam, ao longo do eixo
x, em sentidos opostos. As energias dos fétons sdo SMeV e
2MeV, respectivamente.



a) Calcule a velocidade relativa entre os fotons.
b) Qual € o valor da energia total do sistema?
¢) Qual é o momento total do sistema?

d) Calcule a energia de repouso do sistema.

Q4. Um f6éton de raio-X com comprimento de onda A =
10719, ¢ retroespalhado em um experimento Compton, ou
seja, o angulo de espalhamento € de 180 em relagdo ao eixo
de incidéncia.

a) Calcule a frequéncia do féton retroespalhado.

b) Quais sdo a dire¢do e o sentido do momento do elé-
tron ejetado no espalhamento, em relagdo a do féton
incidente?

¢) Qual é o médulo da velocidade do elétron ejetado no
espalhamento?

2015-1

Q1. Considere um gas de moléculas diatomicas com
frequéncia de oscilagio w e momento de inércia 1. A tempe-
ratura ambiente, as energias dos estados moleculares vibra-
cionais sdo muito maiores do que kp7T. Portanto, a maiona
das moléculas se encontra no estado vibracional de menor
energia. Por outro lado, a energia caracteristica dos estados
rotacionais € muito menor do que k7. A energia rotacional-
vibracional E (n,{)do estado de uma molécula diatomica é
caracterizado pelo nimero quantico n, para a energia vibra-
cional, e pelo numero quantico ¢, para energia rotacional.

a) Escreva E (n,{) paran =0 e ¢ qualquer.

b) Suponha que uma molécula sofra uma transicdo de um
estado inicial com n = 0 e £ qualquer para um estado
excitado com n = 1. Detemmine as duas energias to-
tais permitidas para a molécula apds a transi¢do, lem-
brando que a regra de selecdo impdes Af = +1. Cal-
cule a diferenga de energia entre esses dois estados
permitidos e o estado inicial, bem como as respecti-
vas frequéncias de transicao.

c) Considere o estado da molécula na qual n =0 e ¢
qualquer. Sabendo que a degenerescéncia do estado
€ 2¢ + 1, determine a populacdo do estado rotacional-
vibracional, N (E), como funcdo de E, a partir da dis-
tribuicdo de Boltzmann.

d) Paran =0, o estado £ =0 ndo € o estado mais populado
a temperatura ambiente. Para pequenos valores de £, a
populacdo do estado aumenta ligeiramente em relacao
a ¢ = 0 por causa do aumento da densidade de estados.
Para grandes valores de ¢ para o qual a populacgdo é
maxima.

Q1. Suponha que um féton encontre um elétron que esta
inicialmente em repouso no referencial S, como na figura
1A. Na maioria das vezes, o féton € simplesmente desviado
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da trajetéria original, mas, ocasionalmente, o evento resulta
no desaparecimento do f6ton e na criacdo de um par elétron-
positron, na presenca do elétron original. Suponha que os
detalhes da interacdo que produziu o par sejam tais que as
trés particulas resultantes se movam para a direita, como na
figura 1B, coma mesma velocidade u, isto é, que estejam
todas em repouso noreferencial §’, que estd se movendo para
a direita com velocidade u em relagdo a S.

(A) (B)
c-O —
— A
. O " @—
foton e e u
C—=

Figura 1. (A) Situacdo anterior a colisdo, no referencial S. (B)
Situacdo apos a colisdo, no referencial S.

a) Escreva as leis de conservacao de energia € momento
antes e depois da cria¢do do par.

b) Usandoaconservagdodaenergia-momento no caso re-
lativistica, obtenha no sistema S’ a energia do f6ton
para que seja criado um par de particulas com energia
equivalente a energia de repouso de 2 elétrons.

c) Utilize a relagcao mgc4 = E? — p?c? para obter arelagio
u pc

c E

d) Determine a partir do item (c) a velocidade u com a
qual as trés particulas se movem no referencial S.

2014-2

Q1. A lei de radiagao de Planck permite obter a seguinte
densidade de energia do espectro do corpo negro de uma ca-
vidade a temperatura 7 :

8v2 dv
3 ehv/KT _q

p()dv=

a) Expresse a densidade de energia em fun¢do do com-
primento de onda A = £ no lugar da frequéncia v.

b) Mostre que para comprimentos de onda longos e altas
temperatura, o resultado anterior se reduz a lei classica
de Rayleigh-Jeans.

c) Obtenha a lei de Stefan-Boltzmann a partir dalei dera-
diacdo de Planck. Note que a radiancia R (1), que é o
fluxo de energia por unidade de drea em uma pequena
abertura da cavidade, é dada por R (1) = ic p ().

Q2. Considere uma colisdo relativistica frontal completa-
mente ineldstica de duas particulas que se movem ao longo
do eixo-x. Ambas as particulas possuem massa m. Antes da
colisdo, um observador A, em um referencial inercial, nota



que elas se movem com velocidades constantes de mesma
magnitude mas em direcdes opostas, isto €, a particula 1 se
move com velocidade v e a particula 2 se move com veloci-
dade —v. De acordo com o outro observador B, entretanto, a
particula 1 estd em repouso antes da colisdo.

a) Determine a velocidade v} da particula 2 medida pelo
observador B antes da colisdo.

b) Ache as velocidades v4 e v} da particula resultante
apos a colisdo, medidas, respectivamente, pelos obser-
vadores A e B.

c) Utilize a conservacdo relativistica massa-energia para
calcular a massa M da particula resultante apds a coli-
sdo.

2014-1

Q3. Em 1913, Niels Bohr introduziu seu modelo atd-
mico através da adaptacdo do modelo de Rutherford as ideias
de quantizacdo propostas na época. Em homenagem a esse
evento, aborde os itens abaixo em termos de grandezas fun-
damentais.

a) Use a regra de quantiza¢do para o momento angular,
L = hin, para encontrar uma expressao para os raios
das 6rbitas permitidas de um elétron ao redor de um
atomo de nimero atdmico Z

b) Segundo o modelo de Bohr, a transi¢cdo entre diferen-
tes Orbitas é acompanhada pela emissdao/absor¢iao de
um f6ton. Determine a energia do féton emitido como
resultado da transi¢do entre o primeiro estado excitado
e o estado fundamental de um 4tomo de hidrogénio.

c¢) Considere um elétron preso em um pog¢o unidimensi-
onal quadrado infinito de largura a. Determine uma
expressao para os niveis de energia eletronicos usando
a regra de quantizacdo de Bohr-Sommerfeld ¢ p dx =
hn.

d) Determine a largura a desse pogo, em termos do raio
de Bohr, para que a energia de um f6ton emitido de-
vido a transi¢do entre o primeiro estado excitado e o
estado fundamental seja igual aquela obtida no item

(b).

Q4. Os raios-y produzidos por aniquilagdo de pares apre-
sentam um espalhamento Compton considerdvel. Considere
que um féton com energia moc? seja produzido pela aniqui-
lacdo de um elétron e um pdsitron, onde mgy € a massa de
repouso do elétron e ¢ € a velocidade da luz. Suponha que
esse foton seja espalhado por um elétron livre e que o angulo
de espalhamento seja 6.

a) Encontre a mdxima energia cinética possivel do elé-
tron em recuo nesse espalhamento.

b) Se o dngulo de espalhamento for # = 120°, determine
a energia do foéton e a energia cinética do elétron apds
o espalhamento.
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c) Se 8= 120°, qual é a direcio de movimento do elétron
ap6s o espalhamento, em relacdo a dire¢do do féton
incidente?

2013-2

Q3. Um feixe de luz com comprimento de onda 480 nm
no vacuo e de intensidade 10 W/m? incide sobre um catodo
de 1 cm? de drea no interior de uma célula fotoelétrica. A
funcdo trabalho do metal € 2,2 eV. As respostas devem ser
dadas com dois algarismos significativos.

a) Calcule a energia dos f6tons incidentes em Joules e em
elétron-volts.

b) Calcule o niimero de fétons por segundo incidentes na
placa metalica.

¢) Se a eficiéncia da conversiao fotoelétrica € de 20%
(apenas 20% dos fétons arrancam elétrons do metal),
calcule a corrente elétrica maxima, através da célula,
quando uma ddp € aplicada entre o catodo e o anodo.

d) Calcule o comprimento de onda méximo dos fétons
incidentes acima do qual ndo ocorre o efeito fotoelé-
trico.

Q4. Uma particula de massa m executa oscilagdes harmo-
nicas, em uma dimensio, num potencial U (x) = -%ma)zxz.
Considere a particula num estado cuja fung¢do de onda é
U(x)= Ae‘bxz, onde A e b sao constantes.

a) Escreva a equacdo de Schrodinger independente do
tempo para este potencial.

b) Determine o valor de b para que ¥ (x) seja solugdo
desta equacdo de Schrodinger, e o valor da energia as-
sociada a esta funcao de onda.

c¢) Calcule a constante de normalizagdo A.

d) Classicamente, esta particula oscilaria dentro do in-

tervalo simétrico [ —Xmax, Xmax], ONde Xpax = A/—-
m

Calcule, usando a Mecanica Quantica, a probabi-
lidade de se encontrar esta particula no intervalo
[—Xmax> Xmax]. Compare este resultado com o espe-
rado pela Mecanica Cléssica.

2013-1

Q3. Uma particula de massa m confinada em um pogo de
potencial unidimensional possui funcdo de onda dada por:

0 parax<—%
U(x) = Acos-ﬁfx para—%;x<12‘
0 para x > %

a) Calcule a constante de normalizacdo A



b) Calcule a probabilidade de encontrar a particula no in-

tervalo entre —%44 <x< %

c) Através da solugdo da equacgdo de Schrodinger inde-
pendente do tempo para esta particula no referido pogo
de potencial, ache a energia correspondente a fungdo
de onda, em termos de m, L € h.

d) Calcule o comprimento de onda do féton emitida na
transicdo desta particula para o estado fundamental,
em termosde m,L e h

Q4. O decaimento de muions obedece a seguinte equagio
diferencial

dN (1)
d

—RN (1)

onde N (¢) € o nimero de muons presentes no instante de

N (1)

tempo ¢ e representa a taxa de variacdo de mions no

mesmo instante de tempo 7. A constante de proporcionali-
dade R é chamada de constante de decaimento. O tempo

de vida médio do muon € 7 = 2 us, isto €, neste intervalo de
N@ 1 1

[

N©O) e 2,73
direcdo da superficie da terra igual a 0,998¢, responda:

tempo Sendo a velocidade dos muions na

a) No sistema inercial de referéncia do mdon, qual o va-
lor de R para o decaimento de mdions?

b) Sem considerar corre¢des relativisticas, estimes quan-
tos muons seriam detetados ao nivel do mar, corres-
pondentes a 108 muions detectados a 9 km de altitude.

c) Considere agora a previsao relativistica e repita a esti-
mativa do item (b).

2012-2

Q3. Questio

a) Utilize a relacdo de de Broglie para o comprimento
de onda associado a uma particula e obtenha a relagdo
de quantiza¢do do momento angular de um elétron em
movimento orbital atdmico, no modelo de Bohr (L =
nh,comn=1,2,3...).

b) Use a expressdo acima para mostrar que as energias
associadas aos estados eletricos permitidos em um
atomo de hidrogénio sdo dadas por

mee*

T o4 A
86(2)h2n2

n=

onde e e m, sd0 a carga e a massa do elétron, respecti-
vamente.

c¢) Calcule a energia de ionizacdo do Litio duplamente io-
nizado (Z = 3) sabendo que a energia de ioniza¢do do
hidrogénio é 13,6eV.
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d) Em espectroscopia, a série de Balmer estd associada a
um subconjunto de transi¢des nas quais o elétron do
atomo de H vai de um estado excitado ao estado final
caracterizado por ny = 2. Nesta série, a linha denomi-
nada por Hg corresponde a transi¢@o a partir do estado
com n; = 4. Estime o comprimento de onda da linha
Hpg e situe a mesma em alguma regido do espectro ele-
tromagnético.

Q4. Em um experimento de efeito fotoelétrico, a Figura 1
abaixo mostra um possivel grafico da corrente fotoelétrica
em funcdo da diferenca de potencial V entre o coletor de elé-
trons e um alvo de sédio. As curvas (a) e (b) correspondem
a diferentes intensidades da luz incidente € V|y € o chamado
“potencial de corte” ou “potencial limite”. J4 a Figura 2 mos-
tra medidas do potencial limite em funcdo da frequéncia da
luz incidente.

Figura | Figura 2

(v)

(a)

Corrente deteciada, |

00

V.~ -0+

{ icada, V
Diferenca de polencial aphic Froquéncia (10™+2)

Utilizando esses graficos:

a) Estime o valor da constante de Planck em eVs, indici-
cando o procedimento utilizado;

b) estime o valor da “func¢ao trabalho” para o sédio;

c¢) estime o valor da energia cinética do mas rdpido foto-
elétron emitido quando o alvo de sédio € atingido por
luz de frequéncia 109 Hz;

d) cite uma caracteristica do efeito fotoelétrico que pode
ser explicada classicamente e outra que na se pode ex-
plicar utilizando a teoria ondulatdria do eletromagne-
tismo.

2012-1

Q3. Parte I - Na tentativa de observar o efeito fotoelé-
trico, um cientista do final do século XIX realiza um experi-
mento onde utiliza pulsos (1ms de duragdo) de luz monocro-
matica, com comprimento de onda 414nm e trés diferentes
poténcias, dadas respectivamente por Py, 3Py e 5Py, onde
Py =300keV/s . Ele escolhe para seu experimento trés super-
ficies metdlicas cujas funcdes trabalho sdo conhecidas: Li
(2,3eV),Be (3,9eV)e Hg (4,5¢eV).

a) Determine para quais superficies metélicas e poténcias
podera ocorrer emissao de fotoelétrons.

b) Calcule o niimero méximo de fotoelétrons que poderia
ser emitido pelo pulso de poténcia 3 Py em cada super-
ficie.




Parte II - Para preencher com elétrons as subcamadas de um
atomo usa-se a seguinte regra: as subcamadas que t€ém o me-
nor valor de n +/ sdo preenchidas antes; se duas subcamadas
tém o mesmo valor de n +/, preenche-se antes a subcamada
com menor valor de 7.

c) Use esta regra para escrever a configuracao eletronica
do Sc, que é o &tomo com numero atdmico mais baixo
que apresenta um elétron em uma subcamada d.

d) Quais s@o os valores possiveis do momento angular
orbital e de sua componente z para um eleron na sub-
camada d do Sc?

Q4. Considere um elétron que se encontra confinado dentro
de um poco de potencial unidimensional V (x) dado por

+oo0 ,x<0
Vix)=10 ,O0<x<d
+o0  ,x>d

a) Escreva a equagdo de Schrodinger para este elétron e
as condigoes e contomo que devem ser satisfeitas pelas
funcdes de onda.

b) Obtenha as fun¢des de onda normalizadas e determine
os valores das energias permitidas para este elétron.

Admita agora que este elétron se encontre no estado quantico
cuja funcdo de onda dentro do poco é dada por

2 . [3nx
U(x) = \/;sm(T).

c) Determine o nimero quantico n do estado ocupado por
este elétron e seu comprimento de onda nesse estado.

d) Determine a probabilidade de encontrar este elétron

entrex=0ex =—.
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2011-2

Q3. Parte I - A figura abaixo apresenta curvas de energia
em funcdo da distancia r entre os nucleos para duas molécu-
las diatdbmicas denominadas A e B. Em cada um dos graficos
sdo apresentados dois estados de enrgia: o estado fundamen-
tal, Uy (r), e o primeiro estado eletrdnico excitado, U; (r).

a) No caso da molécula A, o que significam rq e ry, indi-
cados nos graficos?

b) Suponha que a molécula B esteja inicialmente no es-
tado fundamental, mas absorva entdo um féton e passe
para o primeiro estado eletronico excitado. O que vocé
espera que acontega com esta molécula depois disto?

Uylr)

0

Parte IT - A funcdo de onda de um elétron do atomo de
hidrogénio no estado 1s é dada por

I _
e F/ao’
[~ 3
nay
onde ag € o raio de Bohr e r € a distiancia do elétron ao nu-
cleo.

Y (r)=

c¢) Calcule a distancia r mais provavel de se encontrar um
elétron no estado 1s.

d) Calcule (r), o valor médio de r neste estado.

Q4. Uma particula de massa de repouso m, movendo-se ini-

cialmente a umavelocidade v = g ¢, medidanoreferencial do

laboratdrio, efetua uma colisdo com um corpo idéntico, inici-
almente em repouso no mesmo referencial. Como resultado
da colisdo, as duas particulas combinam-se para formar uma
Unica particula de massa M. Considere a mecanica relativis-
tica.

a) Quais s@o o momento linear e a energia total de cada
particula antes da colisdo e da particula composta apds
a colisao?

b) Qual € a velocidade da particula composta apds a co-
lisdo?

¢) Qual é a massa M da particula composta?

2011-1

Q3. Para os itens (a), (b) e (c), admita que no modelo de
Bohr para umaparticulade massa m se movendo numa Orbita
circular de raio r e velocidade v, a forca Coulombiana fosse
substituida por uma for¢a central atrativa de intensidade kr
(sendo k uma constante). Admita que os postulados de Bohr
sejam vélidos para este sistema. Para esta situacao:

a) Deduza a expressdo para os raios r, das Orbitas de
Bohr permitidas neste modelo em funcdo do nimero
quantico n e das constantes k, e m. Diga quais os va-
lores possiveis de n neste caso.

b) Lembrando que para o caso desta for¢a central, a ener-
gia potencial correspondente é V (r) = kr?/2, deduza
a expressdo para as energias E, das drbitas permiti-
das em fun¢do do nimero quantico n e das constantes



k, h e m. Determine a frequéncia irradiada quando a
particula faz uma transicao de uma 6rbita para outra
adjacente.

c¢) Calcule o comprimento de onda de de Broglie asso-
ciado a particula em um estado de energia correspon-
dente ao nimero quantico n= 2 em funcdo de k, i e
m.

Para o item (d), considere um feixe de raios X, contendo ra-
diacdo de dois comprimentos de onda distintos, difratados
por um cristal cuja distancia entre planos de difracdo € 1 nm
(107 m). A figura abaixo apresenta o espectro de intensi-
dade na regido de pequenos angulos (medidos em relacdo a
direcdo do feixe incidente).

d) Determine os comprimentos de onda dos raios X pre-
sentes no feixe. Utilize 7 = 3.

8
™
-
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E
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Angulo de difracao (graus)

Q4. Numa experiéncia de efeito fotoelétrico, luz de compri-
mento de onda 414 nm e intensidade /( incide sobre uma su-
perficie limpade um metal cuja fungdotrabalhoé ¢ =2,5 eV.

a) Calcule a energia cinética maxima dos fotoelétrons.

b) Se a intensidade de luz incidente for duplicada, o que
ocorre com a energia cinética dos fotoelétrons?

Considere agora a experiéncia de espalhamento Compton em
que um elétron de massa mq em repouso espalha um féton de
comprimento de onda A = 24, =2h/(myc). Ap6s o espalha-
mento, o féton perde metade de sua energia.

c) Calcule o comprimento de onda do f6ton espalhado
(expresse seu resultado apenas em funcdode A.) e de-
termine o seu angulo de espalhamento.

d) Calcule a energia total e 0o momento linear do elétron
apos a colisdo (expresse seu resultado em fungio de
mp € c).

2010-2

Q3. Uma fonte produz um feixe de néutrons com energia
cinética média de 0,0133 eV e incerteza relativa na veloci-
dade, Av/v, de 1 x 10~*. Num determinado instante, a fun-
cdo de onda unidimensional de um néutron é descrita por um
pacote de ondas dado por

2
Y(x)=Aexp (—m ) exp(ikox).

Nesta expressdo, A € uma constante, Ax € a incerteza padrao
na posi¢do, e kg € o momento linear médio.
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a) Estime o comprimento de onda de de Broglie do néu-
tron e identifique a regido do espectro eletromagnético
correspondente a esse comprimento de onda.

b) Estime a temperatura associada a essa fonte de néu-
trons.

c¢) Determine a constante A, expressando-a em termos de
Ax.

d) Com um pacote de ondas desse tipo, o produto das
incertezas na posi¢do € no momento é o minimo per-
mitido pelo principio da incerteza. Estime Ax neste
caso.

Q4. Atomos mudnicos sio formados por um niicleo de carga
Ze, com 0 muon negativo orbitando ao redor do nucleo. O
muon possui carga igual a do elétron, mas massa 207 vezes
maior que a deste. Para um dtomo mudnico cujo nucleo é
formado por apenas um préton (m,, = 1836m, ), estime:

a) a massa reduzida do sistema, em termos da massa do
elétron m,, .

b) o raio da primeira 6rbita de Bohr desse &tomo mud-
nico,

¢) o comprimento de onda da primeira linha da série de
Lyman, sabendo que

1
:Rﬂ-<1——2),
i

&~

n

onde R, € a constante de Rydberg para o dtomo mud-
nico.

d) Qual € a regido do espectro eletromagnético que per-
mite estudar a emissao da série de Lyman desse dtomo
muonico?

2010-1

Q3. Um experimento de efeito Compton, como ilustrado
na figura abaixo, foi planejado para ser executado no Labo-
ratorio Nacional de Luz Sincrotron (LNLS), cujo espectro de
emissdo € mostrado abaixo a direita.
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Foi escolhida a energia de 10 keV para realizar o experi-
mento. Para essa energia:



a) estime o fluxo de fotons do feixe escolhido, nas unida-
des do grafico abaixo.

b) determine o comprimento de onda desse feixe de f6-
tons.

Fendas em um anteparo de chumbo (Pb) foram colocadas na
frente do feixe de raios X espalhados pelo alvo de grafite,

a fim de selecionar o angulo 6. Abaixo sdo fomecidas as
secdes de choque do Pb como func¢do da energia para os pro-
cessos de espalhamento (os), de efeito fotoelétrico (o pg) e
de producio de pares (o pgr), bem como o valor total (o).
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c) Na energia escolhida para o experimento, qual pro-
cesso de absorc¢do do feixe pelo chumbo tem a maior
contribuicdo na atenuacdo?

d) Para que valores aproximados de energia os efeitos de
espalhamento predominam sobre os outros processos
de absorc¢ao no chumbo?

e) Estime a espessura do anteparo de chumbo para que
ele atenue a intensidade do feixe incidente de um
fator igual a e™3. Para esse cilculo considere que

o chumbo possui uma densidade aproximada de 3 X
1022 atomos/cm3,

Um monocristal de silicio com distancia interplanar de
aproximadamente 0,31 nm € escolhido como espectrd-
metro do experimento. Determine o menor angulo que
o feixe espalhado pelo alvo de grafite deve fazer com
a superficie do monocristal para que o feixe seja difra-
tado em direcdo ao detetor.

Q4. Utilizando o modelo de Bohr:

a) Deduza a expressdo para os niveis de energia do {fon
Het (Z=2,Mpy.+ > m,) e calcule os valores das
energias até n = 5.

Com os resultados deste item, determine:

b) a energia de ionizagdo do He ™,

¢) o comprimento de onda de uma linha de emissao do
He* naregido do espectro visivel,
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d) Dois fons de He* no estado fundamental e com mesma
energia cinética colidem frontalmente. Cada qual
emite um f6ton de comprimento de onda 120 nm e fica
com energia cinética final nula, no estado fundamen-
tal. Qual € a velocidade dos ions antes da colisao?

2009-2

Q3. (a) As seguintes afirmagdes referem-se ao efeito foto-
elétrico. Responda Verdadeiro (V) ou Falso (F) e justifique
brevemente a sua resposta (méximo de trés linhas). Respos-
tas sem justificativas ou com justificativas erradas ndo seriao
consideradas. Responda na folha de Respostas.

Incide-se luz num material fotoelétrico e ndo se ob-
serva a emissao de elétrons. Para que ocorra a emissao
de elétrons no mesmo material basta que se aumente
suficientemente a intensidade da luz incidente.

I-

Incide-se luz num material fotoelétrico e ndo se ob-
serva a emissao de elétrons. Para que ocorra a emissao
de elétrons no mesmo material basta que se aumente
suficientemente a frequéncia da luz incidente.

IT -

IIT - No contexto do efeito fotoelétrico, o potencial de corte
€ a tensao necessaria para deter os elétrons que esca-

pam do metal com a menor velocidade possivel.

IV - Quando luz azul incide sobre uma placa de zinco, ela
ndo produz efeito fotoelétrico, mas quando iluminada

com luz vermelha ocorre emissao de elétrons.

V - Quanto maior for a frequéncia da luz incidente, maior

serd a energia cinética dos elétrons emitidos.

(b) Considere o efeito fotoelétrico inverso, ou seja, a emis-
sdo de fotons em consequéncia do bombardeio de um ma-
terial com elétrons de alta velocidade. Calcule a frequéncia
méaxima que podem ter os fétons emitidos se a superficie é
bombardeada com elétrons com velocidade c¢/2, onde ¢ € a
velocidade da luz.

Q4. A energia da radiacdo de corpo negro, por unidade de
volume e por unidade de intervalo de frequéncia, € dada por:

(v) = 8rh V3
WY =" hviksT _ 1’

onde v representa a frequéncia do féton e T a temperatura da
radiacdo.

a) Deduza a expressdo para a energia total £ de um gés
de fétons em um volume V . Qual € a dependéncia de
E com a temperatura?

b) Esboce gréficos de u,, (v) para duas temperaturas 77 e
T>,sendo T < T .

c) Escreva as formas assintéticas de u,, (v) no caso de
frequéncias muito altas (lei de radiacdo de Wien) e no
caso de frequéncias muito baixas (lei de radiaciao de
Rayleigh-Jeans).



d) Imagine que o Universo seja uma cavidade esférica de
paredes impenetraveis e raio 102® cm, contendo um
gas de fotons em equilibrio térmico. Se a temperatura
dentro da cavidade for de 3K, estime a quantidade de
energia contida nessa cavidade.

e) Supondo que o Universo se expanda adiabaticamente,
calcule a temperatura que ele terd quando o seu vo-
lume for o dobro do valor atual (a entropia do gas de
fotons € S oc VT3).
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Q3. Um féton de raio-X com energia de 0,3 Mev colide
com um elétron livre inicialmente em repouso. Considere
que o foton € espalhado a um angulo de 180 graus.

a) Calcule a mudancga percentual no comprimento de
onda do féton.

b) Utilizando a conservacio da energia e do momento li-
near, encontre a energia cinética final do elétron.

¢) E possivel que o féton seja simplesmente absorvido
pelo elétron livre inicialmente em repouso? Justifique.

Q4. Questio

I - Responda Verdadeiro (V) ou Falso (F). Cada resposta
correta soma um ponto, cada resposta incorreta des-
conta um ponto. Os itens nao respondidos ndo somam
nem descontam pontos. Caso o numero total de pon-
tos obtido seja negativo, serd atribuido valor zero a esta
questao.

(a) O comprimento préprio de uma régua é invari-
ante de Lorentz ( )

(b) Os raios X se propagam no vicuo mais rapido
que as microondas. ( )

(c) A energia cinética de uma particula é um invari-
ante de Lorentz. ( )

(d) Dois eventos simultaneos em um referencial §
devem ser simultaneos em qualquer referencial
S’ ( )

(e) Numa colisdo relativistica entre duas particulas
quaisquer a massa total do sistema é conservada

(f) A velocidade da luz no vacuo é a mesma em to-
dos os referenciais inerciais. ( )

(g) Segundo a relatividade especial, ndo existe efeito
Doppler na dire¢do transversal ao movimento.

C )

IT - Considere a equagdo de onda para ¢ (x, 1):

Faga uma transformacdo de Lorentz desta equacio e
determine se ela € invariante sob tal transformacao.
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QS. Uma sonda interestelar afasta-se da Terra com veloci-
dade v = ¢/3 e a cada um ano-luz (medido no referencial da
sonda) ela emite um sinal luminoso de comprimento de onda
Ao em direcdo a Terra. Deseja-se saber,

a) com que periodicidade os sinais chegam a Terra?

b) quanto tempo apds o lancamento o primeiro sinal lu-
minoso chega a Terra?

c¢) onde estard a sonda quando esse sinal chegar a Terra?

d) com que comprimento de onda os sinais sdo recebidos
na Terra?

Q10. Quando Bohr desenvolveu sua teoria atdmica
procurou-se dar respaldo a mesma achando-se situagdes em
que ela concordava com resultados experimentais. Consi-
deraremos trés dessas aqui, para um 4tomo monoeletronico
com massa nuclear M finita e nimero atobmico Z. Para isso,

a) deduza a expressdo (em fun¢do das constantes e, m, h,
etc) da energia E, dos niveis quantizados, que sabe-
mos reproduz as linhas principais do espectro de ato-
mos monoeletronicos;

E, (He')
E, (He)
eletronicos do hélio uma vez ionizado (He™, Z =2 ,
M = 4 u.a) para aquelas do hidrogénio (H, Z =1,

M=1ua.)e

b) calcule a razao , entre as energias dos niveis

¢) mostre que para um nimero quantico n muito grande,
a frequéncia daluzemitida na transicdo n — n—1 coin-
cide com a frequéncia cldssica de revolucdo do elétron
no n-ésimo estado. Isso mostra que a teoria obedece o
principio de correspondéncia.
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QS. Um elétron de massa de repouso m, e carga elétrica
—e, estd em repouso na origem de um referencial S. Num
dado momento liga-se um campo elétrico constante e uni-
forme de intensidade E. De acordo com a teoria especial da
relatividade de Einstein:

a) Qual a velocidade do elétron em fun¢do do tempo, no
referencial S?

b) Qual o valor desta velocidade para tempos muito gran-
des?

¢) Qual serd a distancia do elétron a origem em fung¢ao do
tempo, medido no referencial § a partir do momento
em que o campo € ligado?

d) Se o campo elétrico permanecer ligado por um tempo
T , qual serd a energia total do elétron, no referencial
S, ap6s o campo elétrico ser desligado?



e) Qual a velocidade do elétron, ap6s o campo ser desli-
gado, medida em um referencial S’ que se move com
velocidade v( na direcdo e sentido do campo elétrico?

Q10. Considere um corpo negro esférico de raio r colocado
em Orbita circular em torno do Sol, e com o raio da érbita
sendo igual a distancia Terra-Sol. Considere que a tempera-
tura na superficie do Sol € de 5700C. Responda:

a) Qual a poténcia total emitida pelo Sol?

b) Qual a poténcia total emitida pelo corpo negro em
equilibrio com a radiagdo solar para r = 1m?

c¢) Qual é a temperatura em que o corpo negro entra em
equilibrio com a radiagdo solar?

d) Qual ¢ a frequéncia da radiacdo emitida com maior
intensidade pelo corpo negro?

Observacao: supomos que a temperatura do corpo negro, ao
entrar em equilibrio com a radiagdo solar, ¢ a mesma em
todos os seus pontos. Ou seja, supomos que o seu raio r
ndo € muito grande, e sua condutividade térmica nao é muito
pequena.

MECANICA QUANTICA
2015-2

Q8. Seja uma particula livre de massa m confinada a uma
circunferéncia de perimetro L.

a) Escreva a equacio de Schrodinger correspondente.

b) Calcule a funcio de onda normalizada ¥ = (¢, x),
onde x € a posicdo da particula (0 <x < L), supondo
que ela tenha valores bem definidos de momento e
energia: p e E, respectivamente.

¢) Supondo que a particula esteja em um auto-estado de
energia, quais sdo os dois menores autovalores corres-
pondentes (ndo nulos)?

d) Seja uma particula em um auto-estado de ener-
gia com o menor valor nd nulo de energia.
Escreva sua funcdo de onda para que tenha
uma densidade de probabilidade de ser encon-

)

Q9. Seja um sistema composto por um par A e B de spins —é
descrito pelo estado

W) = a (|2) e ]cB) - |4) o))

2 2
trada entre x e x +dx igual a Z(cos(ﬂ

L
cos2x+1 )

(Lembrar que (cos x)? = >
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onde

H >
H B>

(x2]2)
p2). (2[52)
Z‘i>=i§|z;‘>, (B]8)=1.

(e analogamente para B) e onde escrevemos os operadores
de spin como

1, (D

H D>
H b

1, 2)

E

A

Sz 3)

~ Nh(0 1 a N[0 —i ~ Nh(1 0
Sx_i(l 0)’ Sx_}(i o)’ S"_E(O—l)’
A @)
na base de auto-estados de §:
1 0
|Z+>:(O)a |Z—>:(1) (5)

Responda:

a) Qual € o valor de @ €R para que ) esteja normali-
zado?

b) Qual € a probabilidade de se medir na direcdo z: —#1/2
para o spin A e +7/2 para o spin B?

¢) Qual € a probabilidade de se medir na dire¢do x: +7/2
para o spin A e —7/2 para o spin B?

d) Qual € a probabilidade de se medir na direcdo z: —#/2
para o spin A e na direcdo x +7/2 para o spin B?
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Q1. Seja o estado do spin de um elétron dado por

2
v = a(|z+>—§ |z_>),
1 0
com |z4) = ( 0 ) e|z)= ( 1 ) Lembrando que os opera-

dores de spin Sy, Sy, S; podem ser escritos em termos das

matrizes de Pauli como S = h%- (veja formulério), onde

. h .

Sxlxy) = +:27 lx4), Sylx=) = —% lx_),
Sylys) = +% ly+), Syly-) = —% =),
Sz1z4) +§ lz+), Szlz=) = _5 |z-)

a) Qual é o valor de @ € R para que |¢) fique normali-
zado?

b) Qual é a probabilidade de se medir —7#/2 para o spin
na direcdo z?

¢) Qual € a probabilidade de se medir +7/2 para o spin
na dire¢do x ?



d) Qual € o valor esperado do spin no plano y =0 em uma
direcdio de 45° entre os eixos x e z?

Q2. Seja o operador A associado a um certo observivel fi-
sico A de um sistema, satisfazendo [A,I—AI ] # 0, onde H é um
operador hamiltoniano independente do tempo. Sejam agora
os autovetores normalizados, ¢., ¢_, e autovalores corres-
pondentes, a,,a_ (as # a-) de A:

A¢+ =a+ P+, A¢— =a-¢-,
com
Uy +U_ Uy —U_
by = ——, po= ——,
R V2
onde
ﬁu+ =F.u,, Hu_=E_u_.

a) Calcule o valor esperado de A no estado ¢ .
b) Calcule a projecdo de Hu. no estado u_.

¢) Admitindo que o sistema esteja inicialmente em um
estado arbitrério, ¢ (0) escreva quanto valerd o estado
¥ (t) em um instante posterior como funcdo de H.

d) Calcule o valor esperado do observavel A no instante
hrm

t = ———mm
3(E,—-E-)
almente noestado ¥ (0) = ¢, e E, #E_.

admitindo que o sistema esteja inici-
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Q8. Considere dois estados |1) e |2) da molécula de amo6-
nia ilustrados abaixo.

<X -
< -

Suponha que eles estdo ortonormalizados, (i |j)=0;; e
que apenas esses dois estados sejam acessiveis ao sistema,
de forma que podemos descrevé-lo usando a base formada
por |1) e |2). Nessa base, o hamiltoniano H do sistema é

dado por

Ey
—El

_E‘1

H E,
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a) Se inicialmente o sistema estiver no estado |1), ele per-
manecerd no estado |1)em um instante posterior? E se
estiver no estado |2), ele permanecera no estado |2)?

b) Ache os autovalores Ej e Ej € 0s respectivos autova-
lores |I) e |II) de H, expressando-os em termos de |1)
e |2).

¢) Baseado no resultado acima, podemos prever pelo me-
nos uma frequéncia de emissao de radiacdo eletromag-
nética possivel para uma molécula de amonia. Qual é
essa frequéncia?

d) Ache a probabilidade de medirmos uma energia E; no

1) ——=12).

Vs W5

Q9. Uma particula quantica de massa m esté sujeita a um
potencial

seguinte estado /) =

= %mwz (X2 +y2+Z2) .

a) Obtenha os niveis de energia dessa particula. Isto é,
determine os autovalores de

2

I V2 + Vi = Ey.
2m

b) Considere o estado fundamental e os dois primeiros
niveis excitados. Monte uma tabela mostrando para
cada um desses trés niveis, o valor da energia, a de-
generescéncia e os respectivos estados em termos dos

2
10 (.00 L

nimeros quanticos.
r - e lem-
r2 or ( or ) hzrz"b]

brando que L?Y;,,, = #?€ (£ + 1) Y,,, escreva a equagio
diferencial do item (a) para a parte radial da fungao
de onda (ndo é preciso resolvé-la). Identifique nessa
equacdo o potencial efetivo Ver (r).

¢) Utilizando V?y = l

d) Resolva a equagdo diferencial do item anterior para o
caso em que £ = 0 e determine o autovalor correspon-

. . ~ . —ar?
dente. Para isso, admita uma solugdo do tipo e™*"
determine a.

(&
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Q8. Considere o problema de uma particula de massa m
cujo o movimento ao longo do eixo- x estd restrito ao inter-
valo 0 < x < aq, isto €, ela encontra-se em uma caixa com
paredes colocadas nas posicoes x =0e x = a.

a) Determine a funcdo de onda e a energia do estado fun-
damental.

b) Suponha que a particula seja descrita pela seguinte

X
, onde
a

A é uma constante de normaliza¢do. Determine A e

func¢do de onda: ¢ (x) = A [sin e 3isin
a



212 h?

ma?

calcule a probabilidade de obter o resultado

para a medida da energia.

c) Suponha agora que a particula esteja no estado fun-
damental. Qual € a distribuicdo de probabilidades do
momento da particula nesse estado?

d) Considerando novamente que a particula esteja no es-
tado fundamental, suponha que as paredes sejam re-
movidas, de forma instantanea, deixando a particula

52

livre ( = ;;) . Qual € a energia dessa particula li-
m

vre?

Q9. Considere uma particula de spin 1/2, cujo momento

magnético é M = y§’, onde y é uma constante. Podemos des-
crever o estado quantico dessa particula utilizando o espago
gerado pelos autovetores |+) e |—) do operador S‘Z, que mede
a projecao do spin na direcdo z,

R h X h
S:14) =51, Sz1=)==3 1.

A particula encontra-se sujeita a um campo magnético uni-
forme B = B9, orientado ao longo do eixo y, de forma que o
hamiltoniano é dado por H=-M-B= —)/Bﬁy .Inicialmente,
no instante ¢ = 0, ela estd no estado | (0)) = |+).

a) Quais os possiveis valores da projecdo do spin no eixo-
y?

b) Encontre os autovetores de S,,.

c) Obtenha | (7)) parat > 0 em termos de |+) e |—) de-
finidos acima.

d) Obtenha os valores médios dos observdveis Sy, Sy e
S, em func¢do do tempo.
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Q8. Uma particula de massa m estd num potencial tal que
a equagdo de Schrodinger (com 7 = 1) no espaco dos mo-
mentos é

7 s 0
(£ -av) 0 ) =23

onde

, 0 a8 o
= + +—.
ap:  dp:  Ip?

P

a) Escreva a equagdo de Schrodinger no espaco das coor-
denadas.

b) Qual € o potencial V (r), r = |F]?

¢) Qual é a forga, F (F), sobre a particula?
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Q9. Os operadores de spin de uma particula de spin-1 (um
tripleto) podem ser representados no espaco complexo C3
pelas matrizes

010 0 —i 0

. h . h
Se=——=[101], S§=—=x|-i 0 =i |,
\/5(010) ‘/E(Oi())

10 0

S, =r[ 00 O |.

00 -1

a) Mostre que as relagdes de comutacdo [Sx,Sy] = ihS,,
e permutagdes ciclicas em x,y,z, sdo satisfeitas.

b) Se uma medida da componente z do spin € feita, quais
sdo os possiveis resultados? Encontre os respectivos
autovetores.

c¢) Se o estado da particula € dado pelo vetor

1
oo{ 1)
-2

quais sdo as probabilidades de se obter cada um dos
resultados possiveis das medidas do spin ao longo do
eixo-z?

d) A partir do resultado do item (c), qual é a probabili-
dade de se encontrar a particula em qualquer um des-
ses estados?
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Q8. Considere um oscilador harmonico (em uma dimen-
sdo, x) de massa m e frequéncia w. No instante r =0, o
estado do oscilador € | (0)) = 3, ¢n |¢d,) onde os |¢,,) sdo
os estados estaciondrios, isto é H |¢,) = E, |¢,), sendo H a
hamiltonianae E,, = (n+1/2)hiw comn =0, 1,2,...

a) Considerando que os estados |¢, ) sdo normalizados,
determine a condi¢do que os coeficientes ¢, devem sa-
tisfazer para que o estado |y (0)) seja também norma-
lizado. Calcule ¢ posterior, dé um resultado maior que
2hw.

b) Se apenas ¢y e ¢ sdo diferentes de zero, dé a expressdo
para o valor esperado da energia, (H), em termos de ¢
e c;. Com a condicdo (H) = hw, calcule |c0|2 e lci)?

¢) O vetor de estado | (0)) estd definido a menos de um
fator de fase global, o que nos permite escolher ¢ real
e positivo. Fazendo isso, escrevendo c¢; = |ci| e e
mantendo a condicdo (H) = hw, determine #; de modo

que (X) =3 /7

mow '’
Observac¢ao: Lembremos que o efeito do operador



posicdo X sobre os estados estaciondrios do oscilador
harmonico é

i _
X16n) = 5, — [ Vit TIgna) + Vialgu-n)]

entendendo-se que o segundo termo acima € nulo para
n=0.

d) Com |y (0)) determinado conforme o item anterior, es-
creva | (¢)) parat > 0 e calcule (X) (7).

Q9. Sejam L, Re Pos operadores do momento angular, da
posicdo e do momento linear, respectivamente.

a) Usando as relacdes de comutagao
[LisLi] =in )" €ip Lk
k
mostre que
LxL=ihL

b) Com a defini¢ao I = Rx P e usando [Ri, P,] =iho;j,
mostre que

[Li. R =in ) €ijx Re
k

c¢) Sabendo que os operadores R e P sdo hermitianos, isto
é, RZ =R; e Pl.T = P;, mostre que as componentes do
operador do momento angular L = Rx P também sdo
operadores hermitianos.
Observacao: Nas expressdes acima, €;jx € 0 tensor
completamente antissimétrico, isto é:

0  sehouver indices iguais;
€ijk =4+1 seijk for 123,231 ou 312;
—1 nosdemais casos.

Se precisar, use a identidade

Z €ijk €ij1 =201
i,Jj
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Q8. Considere o problema unidimensional quantico de
uma particula de massa m sujeita ao potencial

+oo, x<0
Vix)=10, O<x<a
+00 x>a

a) Escreva a equagdo de Schrodinger independente do
tempo para este problema.
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b) Resolva a equacdo, achando todas a solugdes aceita-
veis independentes. Isto é: determine todos os valores
possiveis para a energia, E, , e as funcdes de onda
normalizadas correspondentes, i/, (x) .

Suponha agora que, na verdade, o potencial total tenha a
forma Vige) (x) = V(x) + W(x), sendo W (x) uma pequena
corre¢do dada por

0, x<0
Wi(x)= Wosin(ﬂ), O<x<a
a
0, x>a

c¢) Usando a teoria de perturbagdes de primeira ordem,
calcule a correcdo para a energia do estado fundamen-
tal obtida no item anterior.

—

Qo. Para;_l uma particula de spin % o operador de spin é dado
por S = 50‘, onde
—i

38) e(27) el )

sdo as matrizes de Pauli. Seja 71 o vetor unitdrio na direcao
de angulos (6, ¢), conforme ilustra a figura abaixo.

01
10

-
2
-~

)

a) Calculando o produto escalar, mostre explicitamente
que o operador que representa a componente do spin
nessa direcdo, S, = i1- S, é dado por

e sing

cosf
Sn = —cosf

2\ ¢i?sind

b) Mostre que os unicos valores que podem ser obtidos
numa medida de §,, sdo +h/2 e —h/2, qualquer que
seja a direcdo 7.

c¢) Obtenha o vetor coluna normalizado que representa o
estado fundamental no qual uma medida de S,, produz
necessariamente o valor +#/2, Simplifique a resposta
final expressando a dependéncia em 6 em termos de

S

d) Suponha que 6 = 60° e ¢ =45°. Se a particula for pre-
parada de tal forma que a componente z do spin S,
tenha o valor bem definido +7/2, qual € a probabili-
dade de obter-se esse mesmo valor numa medida de
S, ? Dé a resposta numérica.
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Q8. A equacdo de Schrodinger independente do tempo
para o problema unidimensional de uma particula de massa
m sujeita a um potencial de oscilador harmonico €

Rl Ny ek o
_zmdx2+2mwx o ()= E, (x), n=0,1,2,...

onde w € a frequéncia angular do operador. Um método para
se resolver essa equacdo consiste em expressa-la em termos

do operador
1 mw h d
a=——=|/—/—x+——
\V2 h mw dx

e de seu conjugado hermitiano.

a) A funcdo de onda do estado fundamental do oscila-
dor satisfaz a equacao diferencial ay (x) = 0. Resolva
esta dltima equacdo e determine ¥ (x) a menos de
uma constante multiplicativa.

b) Calcule essa constante normalizando g (x).

c) Obtenha o valor da energia do estado fundamental
desse oscilador.

d) Suponha, agora, que o oscilador seja perturbado pelo
potencial

x2
V(x)=VoeXP(—§),

onde Vjy e b sdo constantes reais. Usando teoria de per-
turbacdes de primeira ordem calcule o deslocamento

de energia do estado fundamental.
Q9. Uma particula de spin % tem momento de dipolo mag-

L = - h,
nético = y S, onde y é uma constante real e S = 50‘ é o
operador de spin, sendo

(53 ) ela )

10
as matrizes de Pauli. Se essa particula estd imersa num
campo magnético uniforme B, o hamiltoniano que governa
a dindmica do spin é H = —{i- B. No que se segue, suponha
que o campo magnético esteja na dire¢do do eixo Oz.

-

0

a) Dé a forma explicita do operador hamiltoniano como
uma matriz 2 X 2, em termos de y, i e B.

b) Escreva as expressdes para os estados estaciondrios
como vetores-coluna normalizados e indique suas res-
pectivas energias.

c¢) No instante inicial, ¢t = 0, a particula € preparada no
estado de spin

x 0= ) (com « real) .

1 1
% el
Qual serd o estado de spin, y (#), num instante ¢ pos-
terior?
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d) Nesse instante posterior é feita uma medida de Sy, a
componente do spin segundo o eixo Ox. Qual a pro-
babilidade P, (¢) de se obter o valor +7/2?

2011-2

Q8. Seja a funcdo de onda de uma particula em uma di-
mensdo, dada por W (x,7). A densidade de probabilidade
p(x,t) é definida como p (x,t) =¥* (x,1) ¥ (x,1). O valor
de p(x,t) pode mudar no tempo devido ao fluxo de proba-
bilidade saindo ou entrando na regido, que se pode expressar
como uma equacdo de continuidade,

_9j
ox’

ap
ot

onde j (x,t) € adensidade de corrente de probabilidade.

a) Dada a equacdo de Schrodinger,

escreva a derivada temporal de p(x,7) em termos de
¥, W* e suas derivadas espaciais.

b) Obtenha a forma explicita de j(x,¢?).

¢) Ache a equacdo relacionando a derivada do valor es-

d
perado da posicao % ,com o valor esperado do mo-

mento, {p). Dica: use a integracdo por partes e as-

suma que as fungcoes Y e suas derivadas, 6_ , vdo ao
X
o o 1
infinito mais rdpido do que = .
X

Q9. Seja o hamiltoniana representativo de um sistema fisico:

1
5
Os autoestados deste hamiltoniano sdo denominados |n),

ndo sdo degenerados e satisfazem N |n) = n|n), onde n é um
nimero inteiroe N = 4’ 4.

H = hw, (&Ta +

a) Assuma que os operadores a e 4T obedecem a relagio
de comutacdo [&, dT] = 1. Mostre que os estados a |n)

e a' |n) sdo autoestados de N, usando as relacoes de
comutagdo. Determine os autovalores correspondentes
a estes estados, n’ e n”’, respectivamente.

b) Dado que todos os estados |n) sdo ndo degenerados,
determine a constante de proporcionalidade entre os
estados d|n) e os estados |n’) encontrados no item
(a). Dica: lembre que todos os estados sdo normaliza-
dos. Assuma que o valor esperado do hamiltoniano em
qualquer de seus autoestados seja positivo, (H) >0, e
que a|0) = 0. O que se pode concluir sobre o nimero
de estados |n) : ele é finito ou infinito?



c) Assuma agora que os operadores a € a' obedecem
a relagdo de anticomutagdo {d, &T} =aa"+ata=1.
Mostre que os estados a |n) e 4" |n) sdo autoestados de
N, usando as relacdes de anticomutagio, e determine
os autovalores n” e n” correspondentes a estes esta-
dos. Dado que todos os estados |n) sdo ndo degenera-
dos, determine a constante de proporcionalidade entre
os estados a |n) e esses estados |n"). Dica: lembre que
todos os estados sdo normalizados.

d) Assumindo que no item (c), que os operadores az e 4"
obedecem a relacdo de anticomutagao, que o valor es-
perado do hamiltoniano em qualquer de seus autoesta-
dos seja positivo, (H) > 0, e qued |0) = 0, isto implica
que o numero de estados |n) € finito. Quais sdo estes
Unicos estados |n) nao nulos neste caso?

2011-1

Q8. Considere uma particula de massa m na presenca
de um potencial harménico V (x) = mw?x? , onde w ¢ a
frequéncia angular do oscilador e x é a coordenada da parti-

cula (1-dim).

a) Sao dadas as funcdes de onda estaciondrias correspon-
dentes ao estado fundamental ¢( e ao primeiro estado
excitado ¢ 1:

Y1 (x) =B xexp (—%xz) ,

o (x) = A exp (—@ xz) , =

2h
onde A e B sdo constantes de normalizacdo. Calcule
A e B supondo que as fun¢des de onda sejam reais.

b) Seja Ej a energia do estado fundamental. Sabemos
que E; = Ey + w para o primeiro estado excitado, ja
que o quantum de energia do oscilador é w. Usando a
equagdo de Schrodinger, encontre a energia E) .

c) Para os estados estacionérios, o valor médio da posi-
¢do (x) € sempre nulo. Construa uma fun¢do de onda
ndo estaciondria como combinagdo linear de ¥ e ¥
com coeficientes reais, tal que o valor médio (x) seja o
maior possivel. Em outras palavras, considere o estado
normalizado

Y (x) = 1= B2 (x) + By (x),
com 0 < 3% < 1 e determine o coeficiente 3 que maxi-
miza o valor de (x).

d) Suponha que a fun¢do de onda construida no item an-
terior descreva o estado do oscilador harmonico no
tempo ¢ = 0. Escreva a fun¢do de onda do estado para
um tempo ¢ > 0 arbitrério, supondo que nenhuma me-
dicdo foi feita sobre o sistema. Para esse estado, avalie
o valor médio da posicdo (x) (f) em funcdo do tempo.

Q9. Seja uma particula com momento angular £ = 1.
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a) Na representacio onde as matrizes de L? e L, sio dia-
gonais, obtenha a matriz da componente L, . Lembre
que a matriz de L, deve representar um operador her-
mitiano. Sugerimos usar os operadores escada L. .

b) Calcule os autovalores de L.
¢) Encontre o autovetor de L., com o maior autovalor.

d) Suponha agora que vocé encontrou o maior autovalor
numa medi¢do de L. Calcule as probabilidades de
medir respectivamente +7 , 0 e —/ numa medi¢ao pos-
terior de L.

2010-2

Q8. Uma particula de massa m encontra-se inicialmente
em um poco de potencial unidimensional dado por

00, xg—-%
V()=40, -5<x<5% (6)
0, xZ%

a) Calcule as autofuncdes e as autoenergias do estado
fundamental e do primeiro estado excitado.

b) Considere agora que o potencial expande-se instanta-

neamente para
oo, x<-L
V(ix)=40, -L<x<UL (7
oo, x>L

Calcule a probabilidade da particula realizar uma tran-
sicdo do estado fundamental do potencial @ para o
primeiro estado excitado do potencial ([7).

c¢) Calcule a probabilidade da particula continuar no es-
tado fundamental ap6s a expansao.

d) Considere que a particula se encontre no estado fun-
damental apds a expansdo. Calcule a probabilidade
da particula ser encontrada fora daregido —L/2 < x <
L/2.

Q9. As matrizes de Pauli, o, oy € 0, , sdo extremamente
importantes quando se considera uma particula de spin 1/2.

a) Utilize explicitamente a representacdo matricial dos
operadores de Pauli e encontre seus autovalores e au-

tovetores, bem como o comutador [O'y S O'X] )

b) Considere um estado arbitrdrio para uma particula de
spin 1/2 dado por ) = a|=)+ b |+), com |a|* +|b|* =
1, sendo {|-),|+)} autovetores de o,. Mostre como
este estado € transformado sob a ac¢do de cada um dos
operadores o, 0y, € 0, independentemente.

¢) Mostre como o operador exp(iao ) atua sobre o es-
tado |i).

d) Quais imposi¢des devem ser consideradas sobre «
para que o operador do item (c) seja hermitiano? e
para que seja unitdrio?



2010-1

Q8. Um elétron de massa m estd confinado numa esfera
de raio a, isto €, submetido ao potencial V(r) =0 parar < a
e V(r)=ooparar>a.

a) Escreva a equagdo de Schrodinger independente do
tempo para a funcido u(r)=r R(r), sendo ¥ (r, 0, ¢) =
R(r)Ye ., (6, ¢) a funcdo de onda completa desse elé-
tron.

b) Imponha a devida condi¢do de contorno e encontre,
para o estado fundamental, ¥ (r, 6, ¢) e a respectiva
energia.

c) Escreva a energia do estado fundamental em termos
do volume da esfera, massa do elétron e constantes
fundamentais.

d) Encontre a pressdo exercida por esse elétron na super-
ficie da esfera. Expresse em termos da massa m, raio
a e constantes universais.

Q9. Duas particulas com spin 1/2 se aproximam e interagem
segundo o hamiltoniano

4a(t) = =
Si-§
B 1 25

H =

sendo a(t) = aq , constante, para 0 <t <t e a(t) = 0 para
t<0et>r1. Emt = —000estado do sistema é |+,—), sendo
|+) autovetores do operador S; , com autovalores +7i/2.

a) Escreva a matriz H na base dos autovetores de S ; e
S2.2-

b) Determine os autovalores e autovetores de H.
c¢) Qual € o estado |¥ (¢)) do sistemaparaQ <t < 77
d) Qual é o estado |V (¢)) do sistema para ¢ > T qualquer?

e) Qual a probabilidade de uma medida de S ; fornecer
ovalori/2 parat > 1?

f) Apds At segundos dessa medida, qual a probabilidade
de uma medida de S, ; dar o valor —71/2?

2009-2

Q8. Responda as questdes abaixo o mais detalhadamente
possivel. Nao deixe nada indicado. Conclua.
Considere um operador hermitiano H e mostre que:

a) os autovalores de H sdo necessariamente reais;

b) os autovetores de H correspondentes a autovalores di-
ferentes sdo ortogonais.

Um operador A, que corresponde ao observédvel a, tem dois
autoestados normalizados, |¢;) e |p;), com autovalores a;
e ap , respectivamente, € a; # a,. Um outro operador B,
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que corresponde ao observavel b, tem dois autoestados nor-
malizados, | y1) € | x2), com autovalores by € b, , respecti-
vamente, e by # b, . Os dois conjuntos de autoestados (ou
bases) estdo relacionados por:

1 1
=— 3 =—— (|3x1)— .
lo1) \/F)(|X1>+ Ix2)) e |2 \/F)(l X1)—1x2))

¢) Encontre a relac@o inversa entre as bases, ou seja, 0s
| x)s em termos dos |@)s.

Sobre esse sistema, podem ser feitas medidas em sequéncia.
Calcule as probabilidades pedidas nos casos abaixo:

d) a é medido e é encontrado o autovalor a; . Imediata-
mente apds, b € medido e € encontrado o autovalor b
. Em seguida, a € medido novamente. Qual € a pro-
babilidade de se obter novamente o autovalor a; nessa
ultima medida?

e) a € medido e é encontrado o autovalor a; . Apds essa
medida de a, mede—se b e novamente a, nessa ordem.
Qual € a probabilidade de se obter nessa sequéncia de
medidas os autovalores b; (na medida de b) e a; (na

medida de a)?

Q9. Sendo a energia potencial de um sistema quantico uni-
dimensional dada por um poco quadrado infinito,

V(x):{o’ para0<x <L, ®)

00, em outro caso,

a) encontre os autovalores da energia e suas respectivas
autofuncgdes, indicando as condi¢des de contorno que
estas devem obedecer. OBS.: Niao é necessario nor-
malizar as autofuncdes; suponha que a constante de
normalizacdo de cada estado (n) é conhecida e vale
Ny.

A esse sistema € acrescentada uma perturbagdo da forma:
L
AV (x) = a6(x——) ,
2
onded (x —xg) € a fungdo delta de Dirac e a uma constante

real.

b) Todos os niveis de energia sdo afetados por essa per-
turbacdo? Se a resposta for negativa, o que caracteriza
os niveis que sdo e os que ndo sdo afetados? Como
diferencid—los? Explique.

c¢) Calcule a correcdo aos niveis de energia em primeira
ordem em teoria de perturbacdo.

2009-1

Q8. Um sistema quantico unidimensional é descrito pela
seguinte funcio de onda independente do tempo (ndo norma-



lizada):

Y(x)=1x[0(x-1)-0(x-2)]
+2X[0(x=2)—0(x—3)]
+3X[0(x=3)—0(x—4)]
+AX[0(x—4) -0 (x-5)]
+2X[0(x=5)—0(x—6)]

+ V2x[0(x=6)-0(x=T)],

onde 6 (x — xq) € a funcdo degrau de Heaviside e x a coorde-
nada espacial expressa em unidades de comprimento em um
sistema de unidades apropriado.

a) Faca um gréfico detalhado de ¢ (x).

b) Se essa funcdo representa uma particula em algum tipo
de potencial, em qual dos intervalos unitarios (Ax = 1)
do seu gréfico terfamos maior probabilidade de encon-
trar a particula?

c¢) Quanto vale, no caso do item anterior, essa probabili-
dade?

d) Quanto vale o valor esperado da posicdo x no estado

¥ (x)?

Q9. A energia de um sistema quantico bidimensional é dada
por um poc¢o quadrado infinito:

0, para0<x<L,e0<y<L

Vix,y)=

co, em outro caso.

a) Para o potencial acima, encontre os autovalores da
energia e suas respectivas autofuncdes, indicando as
condicdes de contorno que estas devem obedecer.
OBS: Nao € necessario normalizar as autofungdes.

b) Escreva os 3 (trés) niveis mais baixos de energia ex-
plicitando os respectivos niimeros quanticos e a dege-
nerescéncia de cada nivel se houver.

c) Como se modificam os niveis de energia se a largura
do pogo L for reduzida a metade?

d) O resultado doitem anterior estd de acordo com o prin-
cipio da incerteza? Argumente.

e) Qual € a energia total do estado fundamental do sis-
tema quando os seus niveis de energia (item (a)) sdo
ocupados por 6 (seis) férmions idénticos, ndo intera-
gentes, de massa m?

2008-2

Q3. Considere um oscilador harmonico unidimensional,
cujo operador Hamiltoniano é dado por

1 1
H= ﬂp2+§mw2x2.

No instante de tempo 7 =0, o sistema se encontra no seguinte
estado

L
V2

com ¥ (x) e ¢ (x) sendo respectivamente o estado funda-
mental e o primeiro estado excitado do Hamiltoniano,

¥ (x,0) =—= [¢o (x) + €y ()],

1/4
l/’o(x)=(m—:) oW

T

4 3 3 1/4
D= () xe

onde ¢ é uma fase.

a) Determine ¢ para que o valor médio da posi¢do seja
zero para o estado W (x, 0).

b) Determine o valor mais provével da posi¢do no estado
Y (x, 0), empregando o valor de ¢ determinado acima.

¢) Determine o valor médio do momento num instante de
tempo qualquer ¢, empregando o valor de ¢ determi-
nado acima.

Q4. O Hamiltoniano

Wi 12

H = A (Lx _LY)
oferece uma boa aproximacdo para descrever os estados
quanticos de um sistema com momento angular [/ = 1 co-
locado num gradiente de campo elétrico. Na expressdo do
Hamiltoniano, L, e L, sdo as componentes x e y do opera-

dor momento angular orbital Z, e w € uma constante real. Os
autoestados |—1), |0) e |+1) de L, com autovalores -7, O e
+/ formam uma base do espago de estados desse sistema.

a) Escrevaa matrizquerepresenta H nabasede L, citada
acima.

b) Encontre os autovalores de H e os correspondentes au-
tovetores na base de L, citada acima.

c¢) Suponha que no instante ¢ = 0 o sistema se encontre no
estado

1
0)) === (|+1)—[-1)).
¥ (0)) \5(|+> |=1))

Qual ¢é a probabilidade de se encontrar o valor 7 numa
medida de L, num instante de tempo posterior ¢?

2008-1

Q3. O movimento de uma particula de massa m esta limi-
tado a uma regido unidimensional do espago por um campo
de forgas tal que sua energia potencial é dada por

V(x)= 0 paraO<x<L
" |0 parax >L, ex <0



a) Obtenha as energias e as correspondentes autofungdes
do problema.

b) Considere agora um sistema de duas particulas idénti-
cas ndo interagentes de massa m e spin 1/2 sujeitas a
esse potencial. Obtenha a energia mais baixa do sis-
tema com a configuragdo de spin total S = 1 e projecao
M =0.

c) Obtenha a energia mais baixa no caso em que o spin
total € S = 0.

Q4. Considere um oscilador harmonico unidimensional,
cujo operador Hamiltoniano é dado por

1
= kx2.

1
H=—p"+
P

2m

No instante ¢ = 0, o sistema se encontra no estado fundamen-
tal, i.e., sua energia € dada por

1
E() = Ehw,

e a correspondente funcio de onda é dada por

mw
Yo (x,t=0)= (ﬁ

1/4 5
) o~ x

onde w? =k /m.
a) Calcule para este estado os valores médios de p e p? .

b) Suponha que em ¢ = 0 o valor da constante k mude
instantaneamente para k/4. Calcule a probabilidade
de se encontrar este novo oscilador em seu estado fun-
damental no instante t =T .

¢) Suponha que no processo de medida da energia no
tempo ¢ = T este novo oscilador tenha sido encontrado
em seu estado fundamental. Qual € a probabilidade
de se encontrar este oscilador no seu primeiro estado
excitado no instante de tempo posterior ¢t = 277

TERMODINAMICA
2015-2

QS. Um recipiente cilindrico de se¢ao reta circular A e
base fixa foi posicionada verticalmente sobre uma superficie
plana e preenchido com um gés ideal. Sobre sua extremi-
dade superior, aberta, foi perfeitamente ajustado um émbolo
circular mével de massa M. Suponha que o émbolo perma-
neca orientado horizontalmente e sé deslize para cima e para
baixo, sem atrito, em contato com a parede interna do cilin-
dro. Considere dada a razdo 7y entre os calores especificos do
g4s a pressdo constante e a volume constante.

a) Calcule a pressao de equilibrio para o gds no recipi-
ente, sendo pg a pressio atmosférica.
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b) Escreva a expressdo para a variacao da pressdo p em
termos da variacdo do volume V decorrente de um pe-
queno deslocamento do émbolo. Suponha que, para
pequenos deslocamentos do émbolo, os estados do gas
sejam descritos por um processo quase-estatico adia-
batico.

¢) Determine a forca adicional exercida sobre o €mbolo
quando o mesmo tiver um deslocamento dx emrelagio
a posi¢ao de equilibrio.

d) Obtenha a frequéncia angular para pequenas oscila-
coes do émbolo da posicao de equilibrio, em termos
deV,A,M,ppevy.

2015-1

Q1. Um gés contido num recipiente, inicialmente com vo-
lume V4 e pressdo py (estado A), sofre expansdo isobdrica
até atingir o volume Vp (estado B). O gds sofre entdo uma
expansao adiabatica, até que sua pressdo seja pc (estado C),
de forma que uma contracdo isobdrica (até o estado D) se-
guida de uma compressao adiabdtica levem o gds novamente
a situacdo inicial (estado A). Considere dada a razao y entre
os calores especificos do gés a pressdo constante e a volume
constante.

a) Represente as transformacdes descritas acima em uma
diagrama p —V, indicando os estados A, B, Ce D.

b) Calcule o calor trocado em cada trecho do ciclo, em
termos de pa, Va, Ve, pc €.

¢) Determine a eficiéncia do ciclo, isto é, a razao entre o
trabalho realizado pelo gés e o calor absorvido por ele.

2014-2

Q1. A pressdo p de um gés se comporta, como fung¢do
da temperatura 7" e do volume molar v, de acordo com a se-
guinte equacao de estado

onde a é uma constante positiva e R € a constante universal
dos gases.

a) Utilize a identidade

ou op
—_— =T|=1] -
(5, =7 ().

para determinar a energia molar # como funcio de v.

oT
ache u como funcdode T e v.

0
b) Admitindo que ¢, = (_u) seja constante e igual a c,
%

¢) Numa expansao livre do gés, a temperatura cresce ou
decresce? Leve em conta que numa expansao livre u
permanece invariante € v cresce.

d) Demonstre a identidade do item (a).



2014-1

Q5. Um mol de um gés ideal simples estd contido em
um recipiente de volume inicial v e pressdo pg. O gés ideal
¢ descrito pelas equacdes pv = RT e u =cRT,onde pé a
pressdo, v € o volume molar, 7 a temperatura absoluta, u é
a energia molar; R e ¢ sdo constantes. O gds se expande a
partir desse estado inicial até o estado correspondente a um
volume final 2v através de um dado processo. Determine o
trabalho W realizado pelo gas e o calor Q recebido pelo gas
para cada um dos processos listados abaixo. As respostas
finais devem ser dadas apenas em termos de (vg,pg) € de c.

a) Expansio livre. Determine também a variacao de tem-
peratura AT

b) Expansdo quase-estatica isentropica. Obtenha tam-
bém a pressdo final p, utilizando o fato de que, nesse
processo para um gas ideal, pv? = constante, onde
y=<(c+1).

d) Expansdo quase-estatica isobdrica.

e) Expansdo quase-estdtica isotérmica.

2013-2

QS. Um cilindro de paredes externas impermedveis, ri-
gidas e adiabdticas, fechado em ambas as extremidades, é
munido de uma parede de separacdo interna impermedvel,
movel, adiabdtica e ideal (sem fric¢ao), que o divide em dois
compartimentos (A e B). Cada um deles € preenchido com
um mol de um gds ideal monoatdmico. Inicialmente a pres-
sdo, o volume e a temperatura ( Py, V Tp) sdo idénticos em
ambos os lados da parede interna. Uma certa quantidade
de calor € introduzida de forma quase-estitica no compar-
timento A até que sua pressdo atinja o valor P4 = 32P.

a) A partir das equagdes de estado do gds ideal mono-

atbmico U = §NRT—E
2 2

3
> RInT + RInV + constante, demonstre que, ao longo

PV e de sua entropia S/N =

de um processo isentrépico em um sistema fechado,
P3V? = constante.

b) Obtenha os volumes finais V4 e Vg dos dois comparti-
mentos em termos do volume inicial V.

c) Obtenha as temperaturas finais 74 € 7p dos dois com-
partimentos em termos da temperatura inicial Ty , ve-
rificando que T4 = 1573 .

d) Obtenha as variagdes de entropia do gas nos dois com-
partimentos, AS4 € ASp . Qual € o sinal da variacao
da entropia total do sistema?
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2013-1

Q10. A radiac@o em uma cavidade ressonante pode ser
vista como um gés de fétons cuja pressdo sobre as paredes
de uma cavidade de volume V € dada por

4
aT
P=—,
3
onde a é uma constante. A energia interna desse géds € dada
pela equacio U = aT*V. Considere que inicialmente a tem-
peratura da cavidade seja Tp e seu volume V.

a) Determine o trabalho realizado em um processo isotér-
mico no qual o volume da cavidade € duplicado. For-
neca a resposta em termos de Ty, V e da constante a
apenas.

b) Determine o calor fornecido em um processo isotér-
mico no qual o volume da cavidade € duplicado. For-
neca a resposta em termos de 79, V e da constante a
apenas.

¢) Usando a relagao

-3 -3

oT ov av.

)+P
T

determine a equacdo que descreve um processo adia-
batico em termos das varidveis V e T.

d) Determine o trabalho realizado em um processo adia-
batico no qual o volume da cavidade € duplicado. Ex-
presse o resultado em termos de 7j, Vj e da constante
a apenas

2012-2

QS. Dois corpos idénticos de capacidade térmica cons-
tante C, (finita) estdo nas temperaturas T e T, respectiva-
mente, sendo 7> > T7. Considere que nos processos descritos
abaixo os corpos permanecem a pressiao constante € nao so-
frem mudanca de fase.

a) Se os corpos forem colocados em contato, mas isola-
dos termicamente do resto do universo, determine a
temperatura de equilibrio.

b) Determine a variacdo de entropia do sistema no pro-
cesso descrito no item (a).

Considere agora que os corpos funcionem como fontes
quente e fria para uma pequena méquina térmica, a qual ird
funcionar até que os dois corpos atinjam o equilibrio térmico.

¢) Supondo que esse processo seja reversivel, determine
a temperatura final de equilibrio neste caso

d) Calcule a quantidade de trabalho produzida pela ma-
quina térmica no processo descrito no item (c).



2012-1

Q10. Considere um mol (rn = 1) de um gds ideal mono-
atdomico, inicialmente no estado de equilibrio térmico espe-
cificado pela pressdao Py e volume Vj. Esse gds sofre uma
compressao adiabética reversivel que o leva a ocupar um vo-
lume V;/2. Determine:

a) A variacdo de energia interna desse gas devido a essa
compressao;

b) a variacdo de entropia do gas nessa compressao.

Apés a compressdo adiabética,0 gas, sempreisolado doresto
do universo por paredes adiabdticas, sofre uma expansio
completamente livre até o volume original Vj. Determine:

c) a variacdo de temperatura do gds devido a expansao
livre;

d) a variagcdo de entropia do gds nessa expansao livre.

2011-2

QS. Considere n moles de um gas ideal monoatdmico.

a) Usando a primeira lei da termodinamica, expresse a
entropia do gés em fun¢dode 7,V e n.

b) Um ciclo de Carnot corresponde a: 1) uma expansao
isotérmica reversivel a temperatura 7, ; 2) uma expan-
sdo adiabatica reversivel at€ a temperatura 7; 3) uma
compressdo isotérmicareversivel a temperatura Tr; 4)
uma compressao adiabética reversivel (use a notacao
da figura). Calcule o trabalho realizado e o calor tro-
cado em cada um dos 4 processos do ciclo de Carnot
para n moles de um gés ideal.

¢) Calcule a eficiéncia do ciclo.

Pa

7‘
D
c T,
Vv
2011-1

Q10. Um mol de um gés ideal monoatdmico se encontra
na temperatura 7" e ocupa um volume V . A energia interna
por mol de um gés ideal é dada por u = cyT , onde cy € o ca-
lor especifico molar, que € considerado constante. Responda
as questoes abaixo:
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a) Considere a situacdo em que 0 gds se encontra em con-
tato com um reservatério térmico na temperatura 7' e
sofre uma expansdo quase-estatica reversivel na qual
o seu volume passa de V para 2V . Calcule o trabalho
realizado pelo gds durante a sua expansao.

b) Ainda com relacdo ao processo fisico descrito no item
(a), determine o calor trocado pelo gds com o reserva-
tério térmico.

c¢) Determine as variacdes de entropia do gés e do reser-
vatorio térmico no processo descrito no item (a).

d) Considere agora a situagdo em que o gds estd isolado
e sofre uma expansao livre na qual o seu volume passa
de V para 2V . Determine as variacdes de entropia
do gés e do universo durante o processo de expansao
livre.

2010-2

Q10. Um corpo de capacidade térmica a pressao cons-
tante, Cp (independente da temperatura), que se encontra
inicialmente na temperatura 7, , € colocado em contato tér-
mico com um reservatorio térmico na temperatura 7> , sendo

X = ?1 < 1. Ap6s o equilibrio térmico ter sido atingido, de-
2
termine:

a) A variacdo da entropia do corpo.
b) A variacdo da entropia do reservatorio.
¢) A variacdo da entropia do Universo.

d) Verifique se o resultado obtido no item (c) esta de
acordo com a 2% lei da termodindmica.

2010-1

Q10. Um mol de uma determinada substancia percorre
o ciclo formado pelos trechos A—B, B—»C, C—»D e D—A
conforme mostrado no diagrama temperatura 7' versus en-
tropia S da figura.

B . C

D

Sao dados T4, S4 e asrazdes o =Tg/Ta e r =Sc/Sa.
Determine em funcdo dos dados do problema:

a) o calor trocado em cada um dos trechos e o trabalho
total realizado no ciclo;



b) o rendimento 1 de um motor que opera de acordo com
esse ciclo;

¢) o trabalho em cada um dos trechos do ciclo, conside-
rando que a substancia seja um gas ideal de capacidade
térmica a volume constante Cy . Sugestdo: utilize os
resultados do item (a).

d) Esboce o ciclo no diagrama P —V para a substin-
cia considerada no item anterior orientando e identi-
ficando o tipo de processo termodindmico associado a
cada um dos trechos.

2009-2

Q10. Um mol de um gés ideal percorre um ciclo formado
por uma expansao adiabética (1 —2), uma transformacao iso-
bérica (2—3) e uma transformacdo isocérica (3 —1). Consi-
dere dados V| , V,, P53, Cy ,v e R. Em uma transformacgdo
adiabdtica ndo h4 troca de calor; em uma transformacao iso-
bérica a pressdo P ¢ mantida constante e em uma transfor-
macao isocdrica o volume V € mantido constante.

a) Esboce o ciclo no diagrama P -V .

b) Determine o calor trocado e o trabalho realizado em
cada trecho do ciclo.

c) Ache o rendimento 1 de um motor que opera segundo
esse ciclo em termos de Vi e V5 .

d) Encontre a variagdo de entropia em cada trecho do ci-
clo.

2009-1

QS. Considere uma fita de borracha que apresenta um
comprimento L, que depende da temperatura 7T e da forca
aplicada F'. Um modelo possivel para a fita é constituido de
N segmentos de comprimento [y, que podem dobrar-se na
direcdo da fita nos dois sentidos. Para este modelo da fita de
borracha, a funcdo entropia é dada por

1( L\ (1+L/L

L)= —Nkp= [1+—|In[—=L=0
S(N, L) N32( +L0)n( > )+

1 L 1-L/Ly

_ — (1= || —=L20

Nsz( Lo) n( 2 )

onde Ly = Nly é o comprimento mdximo da fita.

a) A equagdo correspondente a primeira lei da Termodi-
namica para a fita pode ser escrita como dU = TdS +
FdL. Justifique essa afirmacdo comparando-a com a
equacdo habitual para um gés, dU =TdS — pdV.

b) Obtenha uma expressao para a forca aplicada F (T, L),
a partir da fun¢do entropia.
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c¢) Verifique que o comprimento da fita é dado por L =

LoF
Lo tanh [ =22
oran (NkT

em funcdo da temperatura, L (T'), para a forca aplicada
F constante.

. Esboce um gréfico do comprimento

d) A entropia S (N, L) cresce ou diminui com 0 aumento
do comprimento da fita? Analise qualitativamente o
comportamento da entropia como fun¢do da tempera-
tura.

2008-2

Q8. Considere o seguinte ciclo ABC, para um mol de gis
ideal monoatdmico: expansao isotérmica, de pressdo inicial
Po para pressao po/3, contragdo isobdrica e aquecimento iso-
volumétrico. No estado inicial, o volume € V.

a) Obtenha expressoes para a pressdo , volume e tempe-
ratura, para cada um dos trés estados, A, B e C, em
funcdo de pg e V) . Obtenha expressdes para o traba-
lho realizado pelo gas e calor recebido pelo mesmo,
nos trés processos.

b) Obtenha expressdes para o calor especifico a volume
constante, cy , € parao calor especifico a pressio cons-
tante, ¢, . Explique a origem fisica da diferenca entre
as duas grandezas.

c) Obtenha uma expressio para a entropia do gas, S,
como fun¢do da temperatura e do volume do mesmo.
Justifique.

d) Esboce um diagrama temperatura X entropia para o
ciclo acima, utilizando o resultado anterior. Justifique.

2008-1

Q8. Um fluido hipotético tem sua equagdo fundamental
dada por

u =

A
2P (s/R),
onde A e R sdo constantes positivas, u =U/N ,v=V/N e

s = S/N sdo, respectivamente, a energia interna, o volume e
a entropia molares.

a) Determine as trés equacdes de estado do sistema:
T(s,v), P(s,v), u(s,v). Mostre que

u=RT, e P,=2RT.
b) Calcule as capacidades térmicas molares do fluido a
volume constante, ¢, , € a pressdo constante, cp .

¢) Um mol do fluido se encontra num estado inicial com
temperatura 77 e volume V) e sofre uma expansdo livre
para um volume V, =2V; . Compute a temperatura
de equilibrio do fluido depois da expansdo, 7> , e a
variagdo da entropia do fluido S, — S} no processo.



d) Suponha que a transformacao entre os estados inicial
e final do item anterior (71,V)) — (13,V») seja feita
quase estaticamente através de uma expansdo adiabd-
tica seguida de um aquecimento isocorico (a volume
constante). Obtenha o trabalho realizado e o calor ab-
sorvido pelo fluido na transformacao.

MECANICA ESTATISTICA
2015-2

Q10. Considere um sistema composto por um ndmero
grande N de moléculas distinguiveis, que nao interagem en-
tre si. Cada molécula tem dois estados de energia possiveis:
Oee>0.

a) Obtenha a densidade de entropia S/N do sistema como
funcdo apenas da energia média por molécula E/N, de
€ e da constante de Boltzmann k.

b) Considerando o sistema em equilibrio térmico a tem-
peratura inversa 5 = FIT’ calcule E/N.

¢) Qual o valor maximo para E/N no caso acima? Com-
pare com o valor mdximo dessa grandeza caso fosse
possivel que todos os elementos do sistema estivessem
no estado de energia maxima.

2015-1

Q1. Considere N osciladores harmdnicos tridimensionais
classicos ndo - interagentes, de massa m e frequéncia angular
w, em contato com um reservatorio térmico a temperatura 7.

a) Escreva a hamiltoniana do sistema e obtenha a funcao
de parti¢do canOnica.

b) Obtenha o valor médio da energia por oscilador. Qual
a capacidade térmica do sistema?

2014-2

Q10. Considere um gds monoatdmico cldssico consti-
tuido por N 4tomos ndo interagentes de massa m confi-
nados num recipiente de volume V, a temperatura 7. A
hamiltoniana correspondente a um dtomo € dada por H =

20242
= (P +p+p2).
a) Mostre que a funcdo de parti¢do candnica atdmica é

=5 onde A = € o comprimento de

\/ 2nmk BT
onda térmico de de Broglie.

b) Utilizando ¢ do item anterior, obtenha a fun¢do de par-
ticdo Z do sistema e a energia livre de Helmholtz F.

- , F
Obtenha, também, a energia livre por &tomo f = N no

.. o Vv
limite termodinamico N — oo, V — o0, v = N fixo.
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c) Obtenha a energia interna U e a pressdo p do gas.

d) Calcule a entropia por 4&tomo no limite termodinamico.

2014-1

Q10. Um determinado material magnético € composto
por N dtomos magnéticos ndo interagentes, cujos momentos
magnéticos i podem apontar em trés dire¢des possiveis, con-
forme mostra a figura abaixo: fig = u¥, g1 = uX e fip = —uX.

u

=

O sistema encontra-se em equilibrio térmico a temperatura
T e na presenca de um campo magnético uniforme orientado
ao longo da dire¢do y, H = Hy, de modo que os niveis de
energia correspondentes a um unico dtomo sdo €y = —uH,
€e1=0eep =0.

a) Obtenha a func¢do de particdo candnica z de um dtomo,
a funcdo de particdo Z do sistema e a energia livre de
Helmbholtz f por dtomo.

b) Determine a energia média u = (€,,) € a entropia s por
atomo.

c¢) Obtenha a magnetizagdo por dtomo m = m,X+m,§ =
(Hn) -

d) Verifique que a susceptibilidade isotérmica

_ (9my
XT = oH ).,
a campo nulo obedece a lei de Curie,

1
/\/TOC?~

2013-2

Q10. Considere um oscilador harmdnico unidimensional
modificado, definido pela funcdo hamiltoniana

2

H=L" v,
2m

1
onde V (x) = Emwzx2 parax >0, V (x) = co parax < 0. Ele

encontra-se em equilibrio térmico com um reservatorio de
calor a temperatura 7.

a) Justifique, em termos da paridade das autofuncdes do
problema quantico, por que, devido as condi¢des im-
postas, apenas os valores inteiros impares de n sdo
permitidos para as autoenergias deste oscilador, €, =
(n + %) how.



b) Para a versdo quantica, obtenha a funcdo de parti-
cdo candnica z deste oscilador e a energia livre de
Helmholtz associada f.

c) Obtenha a energia interna média deste oscilador a par-
0lnz
ap
d) A partir da defini¢cdo da energia interna média no en-

semble candnico, u = (€,), demonstre a expressiao
olnz
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e) Mostre que a func¢do de parti¢do candnica clédssica

tirde u = —

u=

deste oscilador é dada por zZjass = . Determine

2Bhw
a energia interna média cldssica associada, ugpyss =

<W>c1ass .

2013-1

QS. Um gés ideal monoatdomico de N moléculas de massa
m estd em equilibrio térmico a uma temperatura absoluta 7.
O gds estd contido em uma caixa cibica de aresta L, cujos la-
dos de baixo e de cima estdo paralelos a superficie da Terra.
Considere o efeito do campo gravitacional sobre as molécu-
las. A aceleracdo da gravidade € g. Determine:

a) a fungdo de particdo de uma molécula do gas;
b) a energia cinética média de uma molécula do gas;
c) a energia potencial média de uma molécula do gas;

d) a energia potencial média de uma molécula do gis no

caso em que % < 1. Facga o célculo até a 2* ordem
B

darazao
B

2012-2

Q10. Considere um gés composto por N particulas ultrar-
relativisticas (de forma que sua energia & possa ser escrita
como € = cp, onde p é o seu momento linear) confinando em
um recipiente de volume V e a temperatura 7. Suponha que
as particulas sejam indistinguiveis e nao interagentes e que a
sua energia térmica seja suficientemente alta para desprezar
efeitos quanticos.

a) Mostre que a fungdo de parti¢do do gas é
&rv)N
3N’
(e
kT
onde A € a constante de Planck, ¢ € a velocidade da luz
no vacuo e kg € a constante de Boltzmann

Z =

b) Determine a pressdo do gés.
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c¢) Calcule a entropia do gas.

d) Determine a energia interna do gas.

2012-1

QS. Considere um sistema formado por duas particulas
distinguiveis, 1 e 2. Cada uma delas deve estar em um de
dois compartimentos, A € B. A energia de uma particulas é
zero quando ela se encontra no compartimento A, e € quando
no compartimento B. Quando as duas particulas estdo no
mesmo compartimento, hd um custo energético adicional A.
O sistema estd em equilibrio com um banho térmico a tem-
peratura 7.

a) Quais sdo as possiveis configuracdes do sistema? De-
termine a energia de cada uma delas.

b) Calcule a funcao de particdo Z.
c¢) Qual € a probabilidade de cada configuracdo?
d) Calcule a energia média do sistema.

e) Obtenha a entropia do sistema em termos de Z.

2011-2

Q10. A lei de Stefan-Boltzmann diz que a densidade de
energia total do campo eletromagnético dentro de uma cavi-
dade em equilibrio térmico é dada por u (T) = aT*, onde a é
uma constante.

a) Podemos derivar a lei de Stefan-Boltzmann usando ar-
gumentos termodindmicos. Sabendo que, em equili-
brio termodindmico, a densidade de energia da radia-
cdoindepende do material que forma as paredes, pode-
mos concluir que qualquer varidvel extensiva da radi-
acdo em uma cavidade deverd ser proporcional ao vo-
lume da cavidade e depender apenas da temperatura.
Em particular, a energia interna e a entropia da radi-
acaoserao U =u(T)V e S = s (T') V, respectivamente.
Podemos usar o eletromagnetismo classico para calcu-
lar a pressdo de radiacao nas paredes da cavidade. Ela

u(T)

tem a forma de P = . Usando essas informacdes

e a primeira lei da termodinamica, demonstre a lei de
Stefan-Boltzmann.

b) Agora obtenha esse resultado usando fisica estatistica,
assumindo que a radiacdo eletromagnética € um gas de
fotons.

1. Calcule a fun¢do de particdo, Z, e mostre que o
nimero médio de fétons com energia €; €

_ olnZ 1
n; = — =
J 06]' ePei — 1
ondeﬁ:k—T.
B



ii. Obtenha a lei de Stefan-Boltzmann. Vocé pode
usar que o nimero total de fétons por unidade
de volume e frequéncia entre [w, w + dw] é dado
por

w?dw
eBew — 17

onde «x € uma constante e €, = iiw € a energia de
um féton.

g(w)dw =«

2011-1

QS. Imagine que um material magnético unidimensional
possa ser modelado como uma cadeia linear de N + 1 spins.
Cada spin interage com 0s seus primeiros vizinhos de tal ma-
neira que a energia do sistema seja £ =ne , onde n € o nu-
mero de paredes de dominio separando regides de spin T das
regides de spin |, como representado na figura abaixo, sendo
as paredes de dominio indicadas por linhas tracejadas. A
energia por parede de dominio € . Considere N > len > 1.

R LAR R R AR HA R A RRRHNANE

a) Determine de quantas maneiras as n paredes de domi-
nio podem ser arranjadas.

b) Determine a entropia S (E) do sistema contendo n pa-
redes de dominio.

c) Determine a energia interna E como func¢do da tempe-
ratura, E (T). Expresse seu resultado em termos de N,
€, T e constantes fisicas apenas.

d) Esboce a funcdo E(T), indicando os valores de E para
T=0eT — 0.

2010-2

Q5. A funcdo de parti¢do de um gas monoatdmico de N
particulas interagentes pode ser escrita como:
N2a

V-Nb\N (mksT\ ™2
Z = ex s
VikgT

N 2rh?
onde a e b sdo constantes positivas € m a massa da particula.

a) Determine a energia livre de Helmholtz do gas.

b) Determine a equagdo de estado desse gds, em termos
da pressdo, do volume especifico v = V/N, da tempe-
ratura e de constantes.

c) Determine a energiainternaespecifica u = U/N do gés.

d) Considere que o gas sofra um processo de expansao
livre no qual seu volume inicial V é duplicado no in-
terior de um recipiente feito de paredes adiabaticas.
Calcule a variacdo da temperatura absoluta que ocorre
NO Processo.
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2010-1

QS. Um gés ideal de moléculas diatdmicas polares, cada
uma com momento de dipolo elétrico i, encontra-se a uma
temperatura 7 e esta sujeito a um campo elétrico &. As orien-
tagcdes dos dipolos sdo definidas pelos angulos 6 (0 <6 <)
e ¢ (0<¢ <2m)de um sistema de coordenadas esféricas
cujo eixo-z € paralelo ao campo elétrico. A probabilidade de
encontrar uma molécula com orienta¢cdo do dipolo dentro do
elemento dfd¢ vale pdfd¢$ onde a densidade de probabili-
dade p (0, ¢) é dada por

1
p(6,¢)= Zsinee—ﬁE,

e estd normalizada de acordo com [ pdfd¢ = 1. A constante
A é um fator de normalizacdo, 8 = 1/kgT, kg € a constante
de Boltzmann e E € a energia de interacdo do momento de

dipolo com o campo, dada por E = —ji - E= —u&Ecosh.
a) Determine A como fun¢dode 7', Ee u.

b) O momento de dipolo médio por molécula € definido

pela média P = u{cos#). Determinar P como funcio
deTe &E.

c¢) Esboce o gréfico de P versus & para T constante.

oP
— . De-
. 08
termine ) a campo nulo e mostre que ela é inversa-

mente proporcional a temperatura 7. Notar que para

d) A susceptibilidade elétrica € definida por y =

pequenos valores de x vale cothx ~ = + 3
X

2009-2

QS. Considere um sistema de N atomos localizados e
ndo interagentes. Cada dtomo pode estar em um dos trés
estados quanticos rotulados pelo nimero quantico k, com
k=-1,0,1. Um dtomo tem a mesma energia £; > 0 no
estado k = 1 ouno estado k = —1. Um dtomo no estado k =0
tem energia o = 0. Determine:

a) A funcido de parti¢do do sistema.

b) A probabilidade py de um d4tomo se encontrar no es-
tado com energia 0. Determine o comportamento de
po nos limites de altas e baixas temperaturas e esboce
o grafico de pg versus T .

c) As expressdes para a energia interna e para a entropia
como funcdo da temperatura 7 . Determine os valo-
res assintéticos da energia e da entropia nos limites de
altas e baixas temperaturas. A terceira lei da termodi-
namica é observada?

d) Esboce o gréfico da entropia como fun¢io da tempera-
tura.



2009-1

Q10. Considere, como modelo para um gds cldssico, N
atomos ndo interagentes de massa m contidos numa caixa de
volume V.

a) Obtenha a func¢do de particao Z (V, T, N) para este sis-
tema.

b) Escreva a probabilidade p(vT)dv de encontrarmos
atomos com modulo da velocidade entre v e v +dv
auma temperatura 7. Esboce um gréfico da densidade
de probabilidade p (vT) como fun¢do de v.

¢) Qual a densidade de probabilidade de encontrarmos
atomos com velocidade 0?

d) Explique em no méximo duas linhas, que mudancas
devem ser introduzidas no célculo da funcdo de par-
ticdo se os dtomos forem substituidos por moléculas.
Nao calcule.

e) No caso de moléculas, demonstre que a pressao do sis-
tema ndo depende dos graus internos de liberdade da
molécula.

2008-2

Q9. Considere N particulas de massa m, ndo interagen-
tes, em equilibrio térmico a temperatura 7, em movimento
unidimensional em uma caixa de comprimento L.

a) Escreva a fungiode partigdo classica para este sistema,
Z(T, L, N). Justifique.

b) Obtenha a energia livre de Helmholtz F(7,L,N) e a
entropia S(7, L, N) do sistema.

c) Demonstre, em geral, que a transformada de Legendre
da energia interna U(S) com relagcdo a entropia S é
dada por F = U —TS§. Utilize esta relacdo para obter
uma expressao para a energia interna U do sistema em
estudo, como func¢do da temperatura 7 . Comente o
resultado.

d) Esboce gréficos de energia interna U e da entropia S
em func¢do da temperatura 7 . Obtenha o calor espe-
cifico a volume “L’constante, ¢y, , € discuta a com-
patibilidade do resultado obtido com os dois gréficos
esbocados, de U(T') e de S(T).

2008-1

Q9. O modelo de Einstein para a capacidade térmica de
solidos equivale a um conjunto de 3 N osciladores quanti-
cos unidimensionais localizados de mesma frequéncia angu-
lar w. As possiveis energias de um oscilador sdo dadas por

1
8n:hw(n+§), n=0,1,2,...

a) Compute a funcdo de particdo Z e a energia interna U
do sistema de 3 N osciladores como funcdes da tempe-
ratura.

b) Calcule a entropia S e a capacidade térmica C do sis-
tema como fun¢des da temperatura.

c¢) Determine os limites de C para baixas e altas tempera-
turas e esboce o gréfico dessa grandeza como funcao
da temperatura.
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