Solucoes de Exercicios: EUF

De Nerdyard

Ola! Esse artigo esta sendo escrito no sentido de auxiliar qualquer estudante de graduagdo que queira se preparar para um exame de pos-graduacdo. Eu tentei usar outras
ferramentas baseadas no Latex, mas elas se provaram menos eficientes para o meu propoésito.

Apenas para avisar: se for encontrado algum erro, notifiquem-me na pagina de discussao ou editem a correcao, por favor.

Entdo vamos ao que interessa.
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EUF - 2008/1

Questao 9

O modelo de Einstein para a capacidade térmica de sélidos equivale a um conjunto de 3V osciladores quanticos unidimensionais localizados de mesma freqii€ncia angular
w . As possiveis energias de um oscilador sao dadas por:

E = hw(n+1/2) comnp e
a) Compute a fungdo de particdo 7 e a energia interna [/ do sistema de 3V osciladores como fung¢des da temperatura.

b) Calcule a entropia S e a capacidade térmica ¢ do sistema como funcdes da temperatura.
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c) Determine os limites de (' para baixas e altas temperaturas e esboce o grafico dessa grandeza como fun¢ao da temperatura.
Solucdo:

a) A fungdo de parti¢ao é dada por:

7.3"\'

Z — “~1)
(3N)!

Sendo zi a funcdo de particdo de um unico oscilador. Assim:

x —Bhw/?2
o —BE, _ —Bhw(n+1/2) ¢ ‘
zn = Zt = Z_.:,( T 1 — ¢—Bhw
Logo:
—Bhw/2 3N o o—hw/2kT N3N
1 — e—Phw o (BN \ 1 — ¢ T /kT
aque 3 = !
jaq ik
Ja a energia média, {7 , € dada por:
. dIn(Z) Oln(zp) OIn((3N)!) 0 {Bhw N T hew fiwe—Plw . 1 | ) | |
V=——=-3N—-— =3N—| - +In(l —e™ 7)) = AN—+3N — =3Nhw| -+ ——— ) =3Nhw | -+ ——
a3 o3 I o3 2 o ( ) 2 1 — e Bhw ' 2 efhw 1 ’ 2 efw/kT _
b) Para obtermos a entropia basta calcular:
L 1 1 3INkSBhw . Bhw R BT
S = k(In(Z)+8U) = 3NkBhw | =+ ———— ) — C Y _3NkIn(1—e P~k In((3N)!) = 3Nk [ ——— — In(3N) + 1 — In(1 — e~ )
o 2  effw —1] 2 | | efhw — ] |

re. jﬁ(.& — [fhw rl“‘" . NT (- —f}uj 'kT
:&\L(T_lJrl—ln(B\(l—( ))) — 3N (1'(¢f*w.~"'*'7"—1) — kIn(3N(1 — ) + k

Ja a capacidade térmica € dada por:

U  (0B\ OU  3Nk(flw)2e?™ nw\?  ew/kT
C=—= ,-}). - (Fhw) 5— = 3Nk "‘ : .( 1\2
oI — \oT' ) 03~ (cPhw —1)2 KT ) (hol*T )2

c¢) Vou fazer primeiro o grafico para /3 pois possui uma andlise mais simples. Depois faco o gréfico para /' :
Para & — 0 (ou 7' — ~c ) podemos realizar a seguinte aproximacao:

(8hw)?

C =~ 3Nk- _
(1 + Bhw — 1)2

= 3Nk

Para 3 — o¢ (ou 7' — (") podemos realizar a seguinte aproximagao:
C =~ 3Nk(Bhw)?e e

Para visualizar, veja o grafico ao lado.

EUF - 2008/2

Questao 2

Considere um péndulo plano formado por uma haste inexpensivel de comprimento | e massa desprezivel tendo na sua extremidade uma particula pontual de massa m .
a) Escreva as equagdes de movimento da particula em coordenadas polares r e 4 .

b) Suponha que o péndulo seja langado de #(0)) = #; com 9('()) — (). Calcule o valor maximo que a tens@o na haste atinge durante 0 movimento.

c) Encontre #(#) na aproximacao de pequenas oscilagdes supondo #(()) = #; e (}('()) — ).

d) Esboce um grafico mostrando como o periodo do movimento da particula varia com a sua energia.

Solucdo:

) 2,2
mr= mr=f=

' — ; Vo= magr(l — cos(f)
1 i + 5 ! mgr(l — cos(#))
Logo
mi2 mr62
L=T-V=—+ : ‘)‘ —mgr(l — cos(0))

— e

Suporei que a particula possui massa constante.

a) As equacoes de movimento sao:



d /0L OL —0
dt \ Or or

d /0L OL _0
dt \ 9 o9

Como:
1 fOC | . OC . _
((l_t (O_r) = (;—f(_lnr_) = mr,; o = mr26® — mg(1l — cos(6))

Temos a equacdao de movimento em relacdo a r:

mit — mr262 + mg(1 — cos(6)) = 0 = ¥ — 1262 + g(1 — cos(#)) = 0

E como:

1 /0L 1 . . . aC -
((F (E) — (;—f(_'m.r'-?ﬁ) = mr26 + 2mrié ; 2 = —mgrsen()

Temos a equacdao de movimento em relagdo a ¢ :

mr26 + 2mrif + mgrsen(f) = 0 = r20 + 2rif + grsen(f) =0

Como r = [: r = 0, temos:

mi26 + mglsen(f) = 0 = 6 + "7’.5-(-.".(9) ~0

b)

c) Utilizando os vinculos (r = [ ; 7 = ()) nas equagdes de movimento, vemos que uma delas se torna familiar no caso de pequenas oscilagoes:
r26 + 2rif + grsen(f) =0 = 126 + glsen(f) = 0= 6 + ?sr'n(ﬁ) =0

Vineculos

Para ¢ < < 1 vale a aproximacao:

2 ‘92”4-1 93 95

.s-(-~n.(ja)zzm=a+5+a+(-,-)z9

n=I0

Logo:
6+ '(7’.s,-¢---rz.(j9) —0=6+ ’7’9 —f+w=0

Que € a equacgao do oscilador harmodnico, cuja freqii€ncia € dada por:

A solugao da equacdo diferencial:

0+ w?6 =0
E dada por:
O(t) = Acos(wt + )

Com A e @ constantes fixadas pelas condi¢des iniciais. Para demonstrar que esta é a solucao, basta testarmos:

r’

O+w?l = #A('os(wf{—p)+w2..4('()s(.wf+<,9) = —w%AS(-‘n (wit)+w? Acos(wt+p) = —Aw? cos(wi+p)+w? Acos(wt+p) = 0
ar= at

Portanto a fun¢do dada € solugdo da equacdo acima.
uanto as constantes, fixemo-las a partir das condicoes iniciais € tomando ) < ¢ < 27 :
Q p ¢ P

, o t . wh .
A(0) = Acos(p) =y = A = - :0(0) = —wAsen(p) = — i sen(p) = —fpwtan(p) =0= p=0= A =6,

cos(p) cos(p

Sic:

O(t) = theos(wt)

d) Como:
w=[2
[l

A energia total do sistema € dada por - se expressar esta em termos das varidveis especificadas nas condi¢des iniciais:

5
mg(1l — cos(6y))

E =mgl(l —cos(ty)) = 1 =



2T , . .
Logo, como w = T temos como espressar o periodo como funcdo da energia £ :

f J .
' K [ 2K
T =927,/ ~ 2, |

\/l 2m(l — cos(fy)) ~ \.{ g>mb3

Que nos fornece o grafico abaixo:

T(E) A

D 4

Periodo em func¢ao da energia para o pé€ndulo na
aproximacdo de pequenas oscilacdes entorno de ¢ = ().

Questao 4

O Hamiltoniano:

W, o 9.
H=—(L,—L,)

h

oferece uma boa aproximacgao para descrever os estados quanticos de um sistema com momento angular / — | colocado num gradiente de campo elétrico. Na expressao do
Hamiltoniano, L, e Ly sdo as componentes = e ¥ do operador momento angular orbital j, e w ¢é uma constante real. Os autoestados | — 1}, [0} e |1} e L, com
autovalores —/ , (), i formam uma base do espaco de estados desse sistema.

a) Escreva a matriz que representa [/ na base de [ . citada acima.
b) Encontre os autovalores de [{ e os correspondentes autovetores na base de [.., citada acima.

c) Suponha que no instante # — () o sistema se encontre no estado

L —=1-1
V2

(w(0)) =

Qual é a probabilidade de se encontrar J; numa medida de I.. num instante de tempo posterior ¢ ?
Solugdo:

a) Sabemos que:

Ly=L;+iLy,; L_=1L;—1iL,

Li+L_ L,—L_

Portanto [, = '
2 - 27

Sabemos, também, que:

Li|l,m)y=nh/I{l+1)—m(m+1)[l,m+1)

L_|l,m}) = R+ 1) — m(m — Ly|l,m—1)
Logo, como para | — 1, os estados possiveis sao:
11,15 |10} e |1,—1)

Dessa forma:

Li|1,1) = hy/1(14+1) = 1(1 + 1)[1.2) = 0[1, 2)

Li|1.0) = Iin/1(1+ 1) — 0(0 + 1|1, 1) = Av2[1, 1)

Li|1,—1) = hiy/1(1+ 1) — (=1)(=1 + 1)[1. 0} = iiv/2[1,0)
Portanto os elementos de matriz ndo nulos sdo:

(1.1|L4 1,0} = Bv2(1,1]1,1) = mv?2

(1,0|L4|1.—1) = nV2({1.0|1,0) = V2

Sendo todos os outros elementos de matriz nulos, incluindo:


http://nerdyard.com/wiki/Arquivo:Tj.jpg

(11| Ly ]1.1) = 0{1,1]1,2) =0

Dessa forma fazemos a identificacao:

(1,1|Lo[1,1)  (1,1|L[1,0)  (1,1|L4|1,—1) 0 W2 0
Lo — | (1,0[L4]1, 1) (1,0|L.[1,0) (1,0/L.]1,-1) |=|o o h”VZ
<1~_1|L+|l~l> (1"_1|L+|1’O> (11_1|L+ 11_1> 0 0 0
Analogamente:
L |1,1) = hiyv/1(1 4+ 1) — 1(1 — 1)[1,0) = mvV2|1, 0)
L_[1,0) = in/1(1 4+ 1) — 0(0 — 1)|1, —1) = mV21, —1)
L_|1,—1)=ﬁ\/1(1+1)—(—1)(—1—1)|1,—‘2}=0|1.—2}
Portanto os elementos de matriz nao nulos sdo:
(1,0|L_|1,1) = nvV2{1,0[1,0) = nv2
(1,=1|L_|1.0) = hv2{1, —1]1. —1) = AvV2
Sendo todos os outros elementos de matriz nulos, incluindo:
(1, -1|L_|1,—-1) =0{1,-1]|1,-2} =0
Dessa forma fazemos a identificacao:
L_— | (1,0|L_|1,1)  (1,0|L_|1,0)  (1,0|L_[1,—1) |=|hv/2 O O
(L_lll‘—ll*l) <11_1|L—|170> <L_1|L—|l~_l> 0 h\/§ 0
Logo:
. I[Oﬁ.\@ o] 1[0 0 0] 1[0 hv'2 01 ﬁ[OLO]
===l 0 Am/2l+=1hv2 0 0l==1h/2 0 HK/2l=—11 0 1
2 2 2 2 V2 .
[00 OJ 0 hV2 0 0 hv2 OJ [010
E:
L 1[()&\/5 0]1[0 00] [o hv2 0] r[o i 0]
— 5 :
Ly=———===10 0 K/2-=1hw2 0 0ol=c=Il-av2 0 "2l=—4I-i 0 i
21 21 21 2 V2 .
[0 0 0 [0 hv2 0 0 —h2 OJ [0 —zOJ
Portanto:

‘r2010 01 0 O 2 0 |0 ¢ 0 /(1 0 1 I 0 —1
H==— |10 1f-11 0 1|—|=i 0 |- |=i 0 i|l|==[]020/-[0 2 0]|=hw
| 0 1 0 01 0 0 — 0 0 —i 0 1 0 1 -1 0 1

b) Para calcular os autovalores de Ff basta efetuar:
A 0 Tw
det | 0 =X 0 | =0=(=2>4A(lw)® = A=\ (liw)? =0 = A A—Tiw)(A+Hiw) = 0
hw 0 —A
Portanto os autovalores dessa matriz sao:
/\+ = hw ; Ao = 0; A = —hw
Quanto aos autovetores para calcula-los basta efetuar:
0 0 1| |a a & \ \ \
HU)=A¥) = hw |0 0 0| |b] =A[b| =hw|0| .. —a=c —c=a; —b=0
) hw hw hw
1 0 0] e & a

Se A= hw ..a=c:c=a: b= 0,de forma que o autovetor € dado por:

1
H 3k
01 normalizando | 0 | = |+4)
1

a
V2

Se A\=0..0=c:0=a: béarbitrario ,de forma que o autovetor ¢ dado por:



i i
bl normalizando | 1] = |04)

o] [o]

Se A = —hw .. —a=c¢c —c = a: —b=0,de forma que o autovetor € dado por:
1
[—a,—l > [ V",§ —I
0 | normalizando | 0 | =|—p)
1
a _ﬁ
c) Como:
. 1} —|—1) .
|(0)) = /5 - =|—n)
\f -

¢ autoestado de F , logo sua evolucao temporal sera:

W (1))

.m| \

€ H/;

Logo, a probabilidade de se encontrar /; numa medida de L. - que na realidade € obter |1} - sera:

2

- - 3 : 1 1
, - V12 t V2 - V2 r
P(t) = |{L|®(t)}|" = [ (1|=u}|" = [{1|—nu}|" = 7| =3= 0.5 =50%

V2 /
Questao 6
”~ f . . . eq e .
Um cilindro muito longo de raio [ fabricado com um material isolante cuja constante dielétrico é /' = — e que possui uma densidade de carga livre cilindricamente
€0

simétrica, mas nao uniforme p(r).
a) Determine p(r) tal que o campo elétrico dentro do cilindro seja radial apontando para fora do mesmo e com moédulo constante Fi; .
b) Para a densidade de carga determinada em a), calcule o campo elétrico E'(‘f) fora do cilindro.

c) Se o cilindro for entdo envolvido por uma casca cilindrica condutora neutra, concéntrica com relagao ao cilindro, de raio interno a - com ¢ > R - € raio externo j - com
b = a -,determine as densidades de carga induzidas nas superficies da casca condutora.

d) Para a situagdo do item c), esboce um grafico do médulo do campo elétrico E(r) em funcdo da distancia ao eixo do cilindro, em todo o espago.
Solucgao:

a) Usando como superficie um cilindro concéntrico de raio r - tal que este seja menor que J? - e altura }, , temos, pela lei de Gauss, ignorando o caréter finito do cilindro:

Utilizando 4§ — q A7 -

Logo:

. . q. . 1 T h 27 1 r h 27 27‘_], r
%E(F)-ds = 2 — 27rh|E(F)| = — / / / p(r')d3r’ = — / / / p(r')yr'df" dz"dr’ = — / plr’)yr'dr’
. o € o Keo Jy Jo Jo - Keo Jo Jo Jo o Keo Jg |
Portanto:
|E("F')| = ! /" o(r") ! dr’

' Kegr /g P

Como desejamos que p(r’ )‘|E | = Ky, ¥r € [0, R|, temos:

~ 1 " . " A
|E(F)| = Ey = — / p(r')r' dr' = EyKeyr = ar = / p(r')r' dr’
I‘ F[] r 0 0
Sabemos que:
/ adr’ = ar’'| =ar
0 0

Logo:
pr'yr' = a = p(r') = —

b) Como a carga interna €:

"? h 27 R I
Qint = [ / / /)(I) rdfédzdr = 27h b'[] I(ﬁ:}(l‘l‘, = Qﬁllb'|jjlﬁ—f|jj|‘l' = 2mh L‘;"[] IX’([]R
JO 0 Jo 0 0

v

Usando como superficie um cilindro concéntrico de raio r - tal que este seja maior que J? - e altura j, , temos, pela lei de Gauss:



'f/ E(7)-d§ = I = 2xh By K R = 2mrh| E(7)

Portanto, usando a simetria (adotando o sinal 'positivo' para a cargas

positivas), sendo ¢ o versor radial do cilindro, que aponta 'para fora' deste: KE,+
= EnKR - EoKR
E(R)| = === = E() = =7
r r

c) Como os metais sao condutores, o campo elétrico dentro deles deve ser
nulo. Logo, ao efetuar uma lei de Gauss no interior do metal, sabemos que
7r € (a.b) deve valer:

fE(F) dS=0=2" o 4y =0

€

Para que isso ocorra s6 hd uma alternativa: deve haver uma carga de valor
—qin¢ Na superficie interna do metal, distribuida uniformemente ao longo
da superficie interna do cilindro. Supondo que o metal seja eletricamente
neutro, se efetuarmos outra lei de Gauss para r > j , notamos que a
superficie externa do metal deve possuir carga ¢int também
uniformemente distribuida, na superficie externa do cilindro.

(int \

As densidades de carga serdo, se ,;, for a altura do cilindro, com A = 5
[}

A A

Ty = e o = :
Y 27a * 2mb 0 } ! | }
R a b I

= Se por densidade de carga entendermos densidade linear de carga, a
superficie interna possui densidade de carga —\ e a superficie

: . Este € o grafico do campo elétrico do exercicio acima. Note que o grafico € descontinuo devido as
externa possui densidade de carga ) .

mudangas de meios (dielétrico 1 - dielétrico 2 - metal - dielétrico 2). Note que o campo dentro do
metal € nulo, e dentro do dielétrico 1 € menor devido ao maior efeito de polarizabilidade das

= Se por densidade de carga entendermos densidade superficial de . .~
moléculas nesta regido.

carga, a superficie interna possui densidade de carga —o,, € a
superficie externa possui densidade de carga o, .

d) Vide figura a direita.

EUF - 2009/2

Questao 1

Um disco uniforme, de sec¢ao circular de raio J? , massa )}/ e momento de inércia J (com relacdo ao eixo perpendicular ao plano do disco e que passa pelo seu centro),
encontra-se preso a uma mola de constante }; , massa desprezivel e um certo comprimento de repouso, como € mostrado na figura ao lado. O disco rola sobre a supreficie sem
deslizar e seu movimento est4 confinado ao plano da figura.

1. Escreva a equacao para a energia mecanica do sistema em funcao da velocidade do centro de massa e da distensdo da
mola.

2. Obtenha a equacao de movimento para o centro de massa do disco.

3. Determine a freqii€éncia angular de oscilagao do centro de massa do disco.

Solucdo:

Note que hd um vinculo: # = Toh= .
R R

I8 Mi? . ka?

T=g V=5

Sistema massa mola do exercicio.

Como a densidade € uniforme:

M
~ TRZ

a

Apenas para fazer uma observacao adicional, calcularei 0o momento de inércia do cilindro, cujo raio € ]2 e cuja distribuicao de massa € uniforme. A distancia do eixo do
cilindro a um ponto arbitrario serd batizada de r . O eixo de rotacao desse cilindro se encontra no centro deste, de forma que temos a seguinte integral:

I 27 I 2w 3 ; R’ ‘ 4 2
D, o o M - 2M 2MR MR
d = // ridm = // rlo(r)d?r = / / ridm = / / ro drdf = — / ridr = — =
| 0o Jo o Jo wR® R= Jy 4R< 2

1) Vé-se que:

kr? 162 M2
5 T3 T3

Apenas vou utilizar o vinculo para expressar tudo em termos da coordenada = :

2 -2 ) .0
a2 32 I ka2 3Mi2
Ez—r+%(.\f+—)= e

2 4
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2) Sabemos que:

2 kx? 3Mi? kx
L=T-V= (A1+i,)_;: L.

o

2 4 9

—

A equacdo de Euler-Lagrange é dada por:

d /0L B oL _o
dt \ Oz or

oL
Ox

or o L), _3M._ d o v L) 3M,
— = | | — T = —T —(— )= |/ — T = T
i 2 )T 2T ar\ o 2 )T 9

Logo, a equacao de movimento do centro de massa €:

I k 2
M+ — ) i+ke=0=37 —)r=0=i+-—x=0
( +R2)'+ ' r+(u+1;1?'2)' Y Vi

= —kx

3) Através da equacdo de movimento, vemos que a freqiiéncia angular é:

] k 2
VMR ) V 301
Questao 2

Uma particula de massa m move-se em um potencial V(r), dado por:

C

‘.(l) — —ﬁ

sendo (7 uma constante positiva. Considere que a particula possua momento angular 7, diferente de zero.

1. Escreva a equagdo para a energia mecanica da particula em termos da distancia r a origem, da sua derivada temporal 7, do momento angular [, ,da massa mn e da

constante (' .

2. Considerando os termos que s6 dependem de r na energia mecanica como um potencial efetivo V. s (r), esboce o grificode V.s(r).

3. Existem O6rbitas circulares para essa particula? Em caso afirmativo, determine o raio de cada uma dessas possiveis rbitas e discuta a estabilidade das mesmas.
4. Calcule a energia mecanica minima, £,,,;,, , acima da qual a particula vinda do infinito € capturada pelo potencial, ou seja, ndo retorna mais para o infinito.

Solucdo:

A energia cinética de um potencial tipo central €:

.9 9 .l) 9 2
it mre N mr=6*< mre L~
2 2 2 2rmr2
Sendo:
9 -
L = mr=6d

1) Para um potencial central vale a expressao:

E—T+V mi? . mr6? C mi> . L? C
N -2 2 3r3 2 2mr2  3r3

2) Utilizando a sugestdao do enunciado:

Veja o gréfico ao lado.

3) De fato, existem Orbitas circulares para a particula, pois:

OVey(r) o [ L? C c 12
eV = _ — (= -
) ) ro rd  mr3

or o Or \ 2mr2  3r3
A primeira soluc¢ao ndo € valida (as fungdes nao sao definidas em zero).

Portanto, € possivel a ocorréncia de orbita para:

C'm
L2

rn =

Sobre a estabilidade da orbita, devemos analizar a derivada segunda:

3L%2 4C
La'e] o II')'I'4 ‘I':'

()2‘ :'_f ( ,) 37 10 _lLlﬂ L 10

.92
r=

o CYm® CYm® C4m?®

= = — < () -, a Orbita € instavel.

Vg (r) A

LA6C L\ b L#/2mu®

N

~

| B ’
T m—
2 -

Cm/L ¢
%vef@

f
[/ Chre

I ——

Grifico do potencial efetivo, V. s (r),

: ) I.2 C
juntamente com os graficos de e —

2mir? 3rS
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Essa informacgdo poderia ser retirada do grafico, se notarmos que pequenas perturbacoes do sistema nao levam-no de volta ao ponto de equilibrio.

4)Se E > V,.s(ro),ocorre a 'captura’ da particula:
l) ) ) )
L? C L° L® L®
3r3  2C2%2m3  3C2m3  6C2%m3
Essa € a energia mecanica minima necessaria para que uma particula vinda do infinito seja 'capturada’.

Virlro) = .
f(ro) ‘2/nr§ o
a) As seguintes afirmagdes se referen ao efito fotoelétrico. Responda Verdadeiro (V) ou Falso (F) e justifique brevemente a sua resposta (maximo de trés linhas). Respostas

Questao 3
2. Incide-se luz num material fotoelétrico e ndo se observa a emissao de elétrons. Para que ocorra a emissdo de elétrons no mesmo material basta que se aumente

sem justificativas ou com justificativas erradas nao serdo consideradas.
1. Incide-se luz num material fotoelétrico e ndo se observa a emissao de elétrons. Para que ocorra a emissao de elétrons no mesmo material basta que se aumente

suficientemente a intensidade da luz incidente.
3. No contexto do efeito fotoelétrico, o potencial de corte é a tensdo necessdria para deter os elétrons que escapam do metal com a menor velocidade possivel.

suficientemente a freqiiéncia da luz incidente.
4. Quando luz azul incide sobre uma placa de zinco, ela ndo produz efeito fotoelétrico, mas quando iluminada com luz vermelha ocorre emissao de elétrons.
5. Quanto maior for a freqiiéncia da luz incidente, maior serd a energia cinética dos elétrons emitidos.
b) Considere o efeito fotoelétrico inverso, ou seja, a emissao de fétons em conseqii€éncia do bombardeio de um material com elétrons de alta velocidade. calcule a freqiiéncia

maxima que podem ter os fotons emitidos se a superficie € bombardeada com elétrons com velocidade ¢/2,onde ¢ € a velocidade da luz.

Solucdo:

a)
1. F. O efeito fotoelétrico associa-se a emissao de elétrons devido a incidéncia de foétons. A energia cinética maxima desses elétrons é K, = hf —w ,sendo w a

func¢do trabalho do material que emite os elétrons. Ndo ha relacdo imediata entre intensidade incidente e emissao de elétrons.
2. V. O efeito fotoelétrico associa-se diretamente com a freqii€éncia do féton incidente e s6 ocorre emissdo eletronica a partir de uma freqiiéncia dada por fy = w/k

Assim que essa freqii€ncia for ultrapassada, ocorre emissao eletronica de forma significativa.
3. F. O potencial de corte é a tensdo necessdria para deter os elétrons que escapam do metal com a maior velocidade (ou energia cinética) possivel.

4. F. Quando a freqiiéncia diminui, se antes ndo se produzia efeito fotoelétrico, este nao deve passar a ocorrer.

5. V. Sim, estatisticamente falando, de acordo com a relacdo K, = hf —w .

b)
Questao 4
A energia da radiagcdo de corpo negro, por unidade de volume e por unidade de intervalo de freqiiéncia, € dada por:

Sth Vo
( 3 (JIUI.".A‘”T . l
1. Deduza a expressao para a energia total £ de um gds de fotons em um volume 7. Qual € a dependéncia de } com a temperatura.
3. Escreva as formas assintoticas de #,, (1) no caso de freqii€ncias muito altas (lei de radiagdo de Wien) e no caso de freqii€ncias muito baixas (lei de radiagdo de

w,, ( v ) —
onde v representa a freqiiéncia do foton e T a temperatura da radiagao.

2. Esboce graficos de w,, () para duas temperaturas 1) e 15,sendo 1 < 15.
4. Imagine que o universo seja uma cavidade esférica de paredes impenetraveis e raio 1()2%;, , contendo um gas de fétons em equilibrio térmico. Se a temperatura dentro

da cavidade for de 3 [ , estime a quantidade de energia contida nessa cavidade.

Rayleigh-Jeans).
5. Supondo que o Universo se expanda adiabaticamente, calcule a temperatura que ele terd quando o seu volume for o dobro do valor atual (a entropia do gas de f6tons é
IMPORTANTE: originalmente eu havia feito a questao utilizando k& = kg - a constante de Boltzmann, nao se trata do nimero de onda(!). Infelizmente fiz meus graficos

S x VI™).
nessa notagdo, entdo vou refazé-los assim que possivel.

Solugao:
1) Conforme informa o enunciado:
E = * 8mh V3
7= i iy, (v)dy = i 3 hofkaT _ 1(11./
Utilizando a mudanca de variavel:
kgl w kpl
v = ; = dv = } dw f( )
! ! W
y N
Consequentemente: e 0
7/(e'-1) T 7
E S7( lf[,".['_)”l SIS \
VS (e — SR
ch s c — /
Ch2, 0 \\
Da igualdade acima ja é possivel concluir que [ ~ 7. Mas vamos continuar o problema... \
Como sabemos: , \
= a 3 7_—1 \.\‘\\
T [ — )
/“ ew — J 5 ar

De forma que:
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- = Gréfico da funcao flw) = ,com ~y == 2, 82144 sendo

E Sr(kpl)* = T
=

(ch)3 15 e — 1
o ponto de maximo. A drea sob esta curva quando integrada de ()
Se soubermos que: A€~ & rt
- 15
STk, do
15(ch)3 ¢

Sendo & a constante de Stefan-Boltzmann, temos:

E 4074 AVolH
ol _ . _ Wol?

Vv C C

~x 1%

OBS.: obviamente, nessa questdo, ndo € necessario saber o valor da integral, basta saber que ela converge e fornece um numero como resultado, ja que este item s6 pede qual
¢ a dependéncia de ' com 7'.Pela mesma razao ndo € necessario saber quanto vale a constante de Boltzmann.

Nota:
2) Quando v — o, lim #,(v) —+ 0 Quando p — 0, lim z,(v) — 0,
v —3 00 v—3l)
u(v) da
(Observe que é mais facil notar que as afirmagdes acima estdo corretas se usarmos as aproximacoes: TS
. , 3 - — y 'v' - . \ . 2 . ( ll’ Y T
lim u,(v) ~ lim Ae™IFT 0. lim u,(v) ~ lim Br® — 0 _com A e 3 constantes Pl
v—30C ' y—»0C v— v—
adequadas.)
Para o > (0 e 15 > 11 > 0, podemos concluir que: T
fora -+
= 1
e 98 1 1 o a a/T /T2 a/T - o/ Ta
12>11=>7<Ti7<7=}(""l>(7"~=?(7"l_l>(""_l
1> 1 1> 13
1 1 T DT, Y R+
. . = Uy (1, uy(v,11), Vv e R
e/Tr ] < er/T2 1 1 2) > u ( 1.) v e }
\’l
O méximo de u, () segue a lei de Wien:
c h cT Grafico da densidade de energia por freqiiéncia versus a
,\ . — :_—'ﬁlj . = — . j RT—‘3
S Vynas yi s ] freqii€ncia. Note que f; ¢ a constante de Boltzmann ¢ — — k ,
32
cn
Com } € a constante do deslocamento de Wien e ¢ € a velocidade da luz. £= ﬁ ~ 2= 2.82144.
h
Para perceber a diferenca na emissao espectral, vide o gréfico ao lado:
3) Para freqii€ncias muito altas, a forma assintotica para ¥ — ¢ € dada por:
) . Sll_t.h . 21 1
(v >> Vinar ) = - 113(, hv/kpT
. . -
Essa € a lei de radiacao de Wien.
Para freqiiéncias muito baixas, a forma assintética para 3 — Lei de radiagdo de Planck
v — ( € dada por: ; 8nh V#
3 nyy
\ S’I’TA‘I},I' -) C e "kT — 1
'”l/(lf < <L Vnuu') ~ _31/-
c — Lei de radiacdo de Wien
Essa € a lei de radiacao de Rayleigh-Jeans. 8rth Be ™ Vier
a3 Ve
4) Como:
~ Lei de radiagdo de Rayleigh-Jeans
do
E=—T% 8kT
c B V-
¢

Para uma esfera:

Gréfico da densidade de energia por freqii€ncia versus a freqii€ncia para as diversas leis de radiacdao (com /
constante, e }; a constante de Boltzmann, e ¢ € o numero Neperiano). Lembrando que ~ ~= 2, 82144. Note como
as leis de radiacdo de Rayleigh-Jeans e de Wien concordam com a lei de Planck, nos limites assint6ticos
apropriados.

Assim, como:

o ~5.67-107"W/m?K*, ¢ =~3.-10°m/s, T =3K ¢
V=4.19-10"%m°

Temos:

E =~ 2,57-10°7

5) Numa expansao adiabdtica:
Q) =T1dS=0=dS =10

Mas, se (C e (7 sdo constantes adequadas:

. % VA
S=CVI®=dS = C13dV+3CT*VdTl = 0 = C13dV = =3CT?*vdl = “— = —3‘1—, =InV =-3InT+InG=V=G1*

Assim:
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Th = G i
T

De forma que:

L/3 ) 1/3
1y = (2‘;') = (E) Iy~ 2, 38K -

Questao 5
Considere um sistema de V' atomos localizados e nao interagentes. Cada atomo pode estar em um dos trés estados rotulados pelo nimero quantico k ,com k= —1.0.1.
Um atomo tem a mesma energia 1 > () no estado i — 1 ouno estado k = —1.Um dtomo no estado i — () tem energia ¢y = (). Determine:

1. A fungdo de parti¢ao do sistema.

2. A probabilidade pn de um dtomo se encontrar no estado com energia (). Determine o comportamento de pn nos limites de altas e baixas temperaturas e esboce o
grafico de pn versus 7'.

3. As expressOes para a energia interna e para a entropia como fungao da temperatura /' . Determine os valores assintdticos da energia e da entropia nos limites de altas e
baixas temperaturas. A terceira lei da termodinamica € observada?

4. Esboce o gréfico da entropia como fun¢ao da temperatura.

Solucdo:

Estamos no ensemble candnico (temperatura definida), num caso no qual as particulas sdo distingiiiveis, portanto, se zn € a fun¢do de particao de uma particula, a fungao de
particdo do sistema sera:

Z = ( Z0 ) N

1) Sabemos que:

zn = E e PEr vy
.

Os estados sdo & = —1.0. 1, logo:

1

zZo = Z e P — g=Pe1 ePeoy e—Pa — 1497 P4 = 7 = (_::‘[])N = (1+2¢‘_H(l )\

h=—1

2) Sabe-se que:
o—BE

(.—H(Il l
Pr = =7 =

Z,- e—PE: Z0 1 + 2e—Fe

Para 7 — o> (ou 7' — ) = ¢ 791 50 = po— 1-
Para 3 — 0 (ou 1" = oc) = e 71 = 1= py — 1/3.
(sobre o limite assintético...)

Veja os graficos ao lado.

3) Sabemos que:

. 0mZ 0 | ; 2Neje—Fr 2N
E=— _“ = —— (NIn(l+277)) = - el — = ('l
op L').;j 1 + 2e—P¢€l 2 + ePel

Assim,se 7 — o0 (ou 7' — 01), = E ~ 2Neje 70 — 0.

. — 2.’\"51
Assim,se 7 — 0 (ou ' = ~ ), = E — 7

4) A entropia € dada por:

) =\ . ) — e 2.N7 J'jfl
S=knZ+3E)=k| NIn(l+ 2e¢ ) —
' 2 + eP©

Assim,se 7 —oC (ou " —=0"),= S5 —= 0.
Assim,se 3 — 0 (ou ' — ~), = S — ENIn3.

Questao 7

Durante uma tempestade, uma nuvem cobre a cidade de Sao Paulo a uma altura 7, — 500 em relacdo ao solo. Vamos supor que a largura da nuvem seja bem maior que
essa altura ;, . Um baldo meteoroldgico equipado com um sensor de campo elétrico € entdo langado verticalemnte a partir do solo. Os dados coletados pelo sensor estdao
ilustrados na figura abaixo, onde £'(z) € o mdédulo do campo elétrico em func¢do da altitude ( z — () no solo). A espessura da nuvem na dire¢do vertical € igual a 1200m e
sabe-se que a densidade de carga elétrica € sempre negativa no seu interior.

1. Indique, em um diagrama, a direcao e sentido do campo elétrico nas regides abaixo, dentro e acima da nuvem.
2. Calcule a densidade volumétrica de carga na atmosfera em funcio da altitude, p(z), e esboce o seu gréfico.

3. Para quais valores de z o potencial elétrico € maximo ou minimo? Calcule o potencial elétrico nesses pontos. Tome |~ = () no solo.

Questao 8



Responda as questdes abaixo o mais detalhadamente possivel. Nao deixe nada indicado. Conclua.
Considere um operador hermitiano F/ e mostre que:

1) Os autovalores de }{ sao necessariamente reais;

2) Os autovalores de Ff correspondentes a autovetores diferentes sdo ortogonais.

Um operador A4 , que correspondente ao corresponde ao observavel a , tem dois autoestados normalizados, |21 )
a1 # a2.Um outro operador J3 , que corresponde ao observavel p, tem dois autoestados normalizados, Ix1)
. Os dois conjuntos de autoestados (ou bases) estdo relacionados por:

w2} ,com autovalores a1 e a2, respectivamente, e
y , com autovalores by e bo, respectivamente, e by # bo

1) = —=(|x1} +3|x2}) e |2} = —=(3|x1) — |X2}).
|‘r’ ; V/m .|\ ; |.\ }) |Lﬂ ; V,xm ‘ |.\ ; |.\ })

3) Encontre a relagédo inversa entre as bases, ou seja, 0s |y} s em termos dos |2} s.
Sobre esse sistema, podem ser feitas medidas em seqii€éncia. Calcule as probabilidades pedidas nos casos abaixo:

4) a € medido e é encontrado o autovalor @1 . Imediatamente apds, h € medido e € encontrado o autovalor hy. Em seguida, a € medido novamente. Qual é a probabilidade
de se obter novamente o autovalor @1 nessa ultima medida?

5) a € medido e é encontrado o autovalor @1. Apos essa medida de a, mede-se j e novamente a , nessa ordem. Qual € a probabilidade de se obter nessa seqiiéncia de
medidas os autovalores b, (na medidade p) e @1 (na medidade a)?

Solucdo:

1) Dado H um operador hermitiano cujos autoestados constituem uma base |¢;} , sendo que os autovalores de /f quando atua nessa base sdo J; , ou seja:
Hlebi)y = Ai|wi)

Como o operador € hermitiano:

(i | HT = XX {ab]

Portanto, por ser hermitiano, o operador possui a seguinte propriedade:

(e |H |10y = {ab; | H |y = (| H |y — (i | HY |y = 0 = X (i |ehi )= i) = (M= A&} = (Mi—=AT) =0=2 X =AT=> N, ER
Observacdo: essa demonstracao vale inclusive no caso degenerado.

2) Dada uma situagao na qual:

Hlebi)y = Ai|wi)

Com todas autovalores diferentes entre si, inclusive:

A1 # Az

Logo:

H (|1} + |eb2)) = Ar|er) + Az

Assim:

(@1 H (|t01) + o)) = M (| ([21) + [th2)) = Ay [{@n[1) + (W ]da)] = M@y [en )+ Aq {1 [}
Mas:

{ehy |H (eby) + |tha)) = (| (Ar|thy) + Aaldba)) = Ay (&g |n) + Aoy |tn)

Portanto:

Av{h [ A (@ [de) = Ap ([ ) H Ao (i [e) = Ay (e |ibe) = Ao {ehi|the) = (A1—A2) (&1 |the) = O
Como, por hipétese A1 # A2, temos que:

(1) = 0. |}, |22} s@0 ortogonais.

Observacdo: essa demonstracao nao vale para o caso degenerado, pois nesse caso nao € valido afirmar que todos os autovalores que correspondem aos autovetores sao
diferentes entre si.

3) Sabemos que:

| . 1 . .
01) = y + 3| x2) 09 ) = 3x1) — [x2))
|Y1 \//m(hl |\ /) |T’ V/m( I\l. |\ Iy
Logo
el 10 . . . @1} + 3|p2)
lo1) + 3lp2) = ——=x1} = \/ﬁl X1) = |x1} = i) ,JV ‘
Vv 10 Vv 10
Também temos que:
—-10, | 3|1} — |p2)
lp2) — 3lp1) = —=|x2) = —V10|x2} = |x2) = Lz ',—I”
v 10 v 10



4) De acordo com o enunciado:

Alpr) = a1|¢n)
Alps) = az|ws)

B|..-\1> = bl|...\1>
B|.\2> = bz|...\2>

O enunciado informa que na primeira medida de a encontra-se @1, portanto o autoestado incidente € |21} .

ApOs 1sso, mede-se j € encontra-se by, portanto:
1

Blp1) = —
all

Blx1) + 3B|y2)) =
)( X1, X2}, 710

(b1|x1) + 3b2|x2))

|

-

Observagdo: a importancia desse passo € meramente a de verificar que o estado |»1) possui alguma componente do estado |y )
Ou seja, ha um autoestado de 3 cujo autovalor corresponde a h; compondo o estado |21} , portanto o autoestado incidente passa a ser |y} .

Finalmente, mede-se a novamente e encontra-se 1, portanto:

. | . ,. 1 , ,_
Alx1) = —= (Alp1) + 3A|p2)) = —= (a1|e1) + 3az|e2))
Vv 10 v 10

Observacéo: a importancia desse passo € meramente a de verificar que o estado |y 1) possui alguma componente do estado |y}

Ou seja, hd um autoestado de 4 cujo autovalor corresponde a @1 compondo o estado |y} , portanto o autoestado medido passa a ser [y .

Logo:
12

1
— =0.1=10%
\/’%

10

. . (2
Pa, = [{¢1]x1}]” =

5) O enunciado informa que na primeira medida de a encontra-se @1, portanto o autoestado incidente € |1} .

Apbs 1sso, mede-se p, de forma que:

1
Blp1) = —= (B|x1} +3B|[x2}) = —= (b1|x1) + 3b2|x2})
vV 10 Vl

Ou seja, ha um autoestado de 3 cujo autovalor corresponde a b; compondo o estado |1} , portanto o autoestado medido passa a ser |y} .

Logo:

rJ

1

\/'/m

l)

-~

. . 1
Py, = [ (xaln)* = == =0,1

10

Incidindo o estado |y} na proxima medida, teremos:

. 1 . . 1 . .
Alx1) = —= (Alpr) + 3A|p2)) = —= (a1|p1) + 3az|p2))
Vv 10 v 10

Ou seja, hd um autoestado de 4 cujo autovalor corresponde a @1 compondo o estado |y} , portanto o autoestado medido passa a ser [y} .

Assim, a probabilidade de se medir by e depois medir a1 sera:

. 2 .
, - 1\ 1 o
PM.(” — P”l : Pul - E = m = 0.01 = J./l
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Questao 2

Uma particula de massa mm pode se mover sem atrito num aro de raio J? , como mostrado na figura abaixo. O aro gira com velocidade angular constante w em torno do eixo
vertical, conforme mostrado na figura. Considere a aceleracao da gravidade valendo g .

a) Determine a energia cinética da particula em fun¢dode ¢, g, R, m e w .
b) Determine a lagrangiana da particula, adotando energia potencial nula no ponto correspondente a ¢ — ().
c) Determine a equacdo de movimento da particula.

d) Determine os pontos de equilibrio.



Observagdo: Vamos tomar # € [—m, 7.

i
Solucdo: s

Usaremos como origem do sistema de coordenadas o ponto central do aro.

mw? R%sen?(6) N m&?R? A

1 = 5 5 V =mgR(1 — cos(8))
2 2 2/ 12 152 m
o mw Resen®(#) mb-R- -
a) ' = i +— '
b) O potencial que escolhi no comec¢o do exercicio ja cumpre a condicdo dada acima, logo ja podemos escrever a lagrangiana:
2 p2 2/n0° 12 p2
, ) w=R*sen=(0 mt=R- _ .
L=1-V= m sen”(6) -+ n —mgR(1 — cos(f))
2 2 |
Observacao: se vocé escolheu um potencial a menos de uma constante, ou seja:
Vi(©®)
V(0) = C — mgRcos(A) )
Logo, para cumprir a exigéncia do exercicio: T2mgR | / )
V(B)o=V(0)=0=C—mgR = C =mgR \ ‘ — =0

Portanto V' = mgR(1 — cos(0)) .

/] — ) < @
/ —o=0
/

c) Equagcdo do movimento pode ser obtida através da equacao de Euler-Lagrange: \\\ : //
d /oL oL t e :
dt (()9) a6 [\w/ | \?:I ’
Com: —arccos(g/(Ro?)) arccos(g/(Ro?))
OE 2 9 —_ s . p o o
i mi“wsen(f)cos(f) — mgRsen(f) Grafico do potencial efgtn;o, R
' o . L mR“wsen“(6 ,
Vep(B) = mgR(1 — cos(f)) — %) versus ¢/
O R . . . 4 )
aL 9 r d oL Qo . =
— =m0 = — — | = mRf0 nos regimes de w > w,., W = We e W < W, € w — (). Nesse
b dt \ 06 grafico reside a explicacao fisica para o porqué do aparecimento
. da quebra de simetria: simplesmente deve-se a 'competicao' entre
Dai, a equacdo de movimento fica: o potencial gravitacional e o 'potencial girante'. De ¢ — () até
W = W, temos em f; = () um ponto de equilibrio estavel. A
- o - - - - ( . . 0 TN 9 ' g | < 9 |
mR26—m I?‘w‘zsnn(ﬁ)t'()s(fl) +mgRsen(f) =0 = 6+ (—] — wQ('os(H)) sen(f) =0 partir de uma Ce.rta freq.uen.01a (We ), o 'potencial glr.ar.lte passa a
' ' ' R ' o superar o potencial gravitacional, para angulos nas vizinhangas do
angulo zero, criando um ponto de equilibrio instavel em f; = 0,
d) Um ponto de equilibrio se caracteriza por ser um ponto no qual a forca total que atua neste ponto ser conforme evidenciado na figura. Dai, pequenas perturbacdes no
nula, ou seja, no ponto, F - (j , Ou V_:’\;_ = 6 . sistema o obrigam a 'optar' por um dos dois pontos de equilibrio

; (!
disponiveis ao sistema: ) = arccos e
R 2
W

Antes de encontrar os pontos de equilibrio, vamos notar duas coisas: ;
thy = —arccos ( I?.' 5 ) , 0 que origina a quebra de simetria.
w*

- OL ' ,.R‘zéz ' N . szg._' 2 )
| H — 95 — ,C _ m 2 + ‘”'!]R(_l _ (‘()-‘;(9‘)) . m 2&( n ( )

= Pelas equacoes de Hamilton di = — %
dt ot

Como £ nao depende explicitamente do tempo:
oL
— =10
ot

Assim, vé-se que F{ € uma constante do movimento. Diga-se de passagem:

mR26> |  mR*wsen?(4) o mR26> ,  mR*w?sen?()
H = 5 +mgR(1—cos(f))— 5 — £ K =T4V = 5 +mgR(1—cos(f))+ 7

Vamos definir o potencial efetivo a partir de F7 :

m262 _ N mRQwQS(-“n.Q(H) mi262 o o A L mI?szsffnz((J)
H = 5 +mgR(1—cos(f))— 5 — = 5 +Vep(0) = Ver(6) = mgR(1—cos(6))— 5

Assim, os pontos de equilibrio sdo tais que:

Vs (6)
06

Que nos fornece:

=0 = mgRsen(fy) — mR*w?sen (6, Jeos(By)
n

(% - w‘z('.os(()[) )) sen(fy) =0
sen(fy) =0 =6y =0ouby = +m

= 2 - 2 _
L — w?cos(by) = 0 = By = arccos (#5)


http://nerdyard.com/wiki/Arquivo:Contanoaro.jpg
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Definindo:

_ F(©
! (] ( )A —_—wm=0
We = ,l' — -
I| "_. -3 o . < S
VE . 3W3wee4+ R
—arccos(g/(R®?)) RS i CENEE
A q ) _ . - _ [ s —_— ) = Me
Vemos que 6y = arccos 5 | sO possui solucao se w = w,., sendo que fy = 0, se g
i i -7t o —_— 0 > Oc

-

>V

3 l n/2 2n/3 T

arccos(g/(R®?)

Para obter uma informag¢do mais visual, vide o grafico ao lado.

Apenas como informacgao adicional, esse € um exercicio que ilustra quebra de simetria.

Questao 4

q 2

Gréfico de F'(#) = (E — w“('()s(ﬂ)) sen(f) versus @ nos regimes de

Utilizando o Modelo de Bohr:

F ) m— N

a) Deduza a expressdo para os niveis de energiado ion fe*, (Z =2, My,.+ >> m.) e
calcule os valores das energias até n, — 5.

Com os resultados desse item, determine:
b) a energia de ionizacdo do ffe*,
c) o comprimento de onda de uma linha de emissao do ff.* naregido do espectro visivel,

d) Dois ions de fj-* no estado fundamental e com mesma energia cinética colidem frontalmente. Cada qual emite um f6ton de comprimento de onda de 120 nm e fica com
energia cinética final nula, no estado fundamental. Qual € a velocidade dos ions antes da colisao?

Solucdo:

Dados uteis:

me =90.11-107 Kg=9,11-10"%g
Mype =AMy = 4-1836 - m,

Ou, como M,, € a massa da particula alfa:
Mye = M, =6,6-10"*"Kg
h=6,6-107"T s

h~1,1-107%7 s

e~1,6-10""C
c=3-10%m/s=3-10"cm/s

a) O modulo da forca exercida por uma particula de carga ¢ sobre o elétron é dada por (CGS):

Z,‘Z
F=2=

72

= Ha

Com:

(Mpget ) - me
| = - _
= (M) + m,

~ My

Ja que:
J‘f”{.| > Me

Para um movimento circular uniformemente acelerado, vale a relacao:

2
o
a= —
T
Dai:

2 2 2
Ze* e Mev*
= — = T =
m,.r2 r Ze?

As o6rbitas de Bohr obedecem a condicao:

nh
L=m.vr=nh= v =
m.r
Com 1Ss0:
PR
n<h=
- .
Ze2m,

Conseqiientemente:


http://nerdyard.com/wiki/Arquivo:Menospiat%C3%A9pi2j.jpg

2
Ze
nh

v =

Para o dtomo hidrogendide a energia € dada por:

l) ') l) -) l) l) l) .
L pvs  Ze® mJ.ve e~ m.Z%e*  m, Z%e? m, 72
— —_— -~ _— —s B —_ —

‘ . ) 2 2 2 2 ¢
2 r 2 r 2n<h= n=h= 2n2h2

Sabe-se que o estado fundamental do dtomo de Hidrogénio possui energia:

Eyy = — "2'}'(; = —13,6eV
Portanto:

Eyper = —4':;;;';4 — —54,4eV
Epper = —4";;;: — —13,6¢V
Egppet = — 11”8;1; ~ —6,0eV
Egpper = —4';'2;’; = —3,4eV
Erpretr = —4';;);'; ~ —2, 2¢V

b) A energia de ionizagao resulta da transi¢cdo entre os estados n, — () € 'n = o¢', de forma que:

mee’

o = ~Bd.deV
an=

bi()ru':ru-l() - b’l[[(-l ~ —4

c¢) O espectro visivel estd, aproximadamente, no intervalo de:

(400 ~ T00)m = (4 ~ 7) - 10~ "m

Como:

‘ he  (4,95~2.83)-1071% o
AFE = hAv = N ' T 6.10-1 eV = (3,00 ~ 1.77)el
Como:

4
Egret = —4”)“( ~ —1,5eV

T2h2
A energia do estado cujo numero quantico n, — 6 estd fora da regido do visivel.
Dessa forma apenas p, — 5 possui energia no intervalo do visivel.

Nota: esse exercicio depende de como se define a faixa do visivel, mas o resultado deve ser o mesmo se vocé escolheu um intervalo razodvel para os comprimentos de onda.
Eu apenas fiz a escolha que achei mais conveniente.

d) Por conservacgdo de energia:

- .2 5 II’ 1. ..
(M)t = v =/ 2hy =/ __2he — ~2.2-10%m/s
2 V m \ (M)A ’

hiy =

Questao 5

Um gés ideal de moléculas diatdmicas polares, cada uma com momento de dipolo elétrico i , encontra-se a uma temperatura /' e estd sujeito a um campo elétrico . As
orientagdes dos dipolos sdo definidas pelos angulos ¢ € [0. 7| e ¢ € [0, 27| de um sistema de coordenadas esféricas cujo eixo-z é paralelo ao campo elétrico. A
probabilidade de encontrar uma molécula com orientac¢do do dipolo dentro do elemento dfid> vale p(f, »)dfd> onde a densidade de probabilidade p(#, ) € dada por:

1 o
plo. ) = '—_,1-%*1‘2,(_9_)(:_‘”7'-()-'

e esta normalizada de acordo com:

27 T
/ / pld.p)dfde = 1
0 0

A constante 4 € um fator de normalizacdo, 3 = 1 /k1", sendo } a constante de Boltzmann e [ € a energia de interagdo do momento de dipolo com o campo, dada por:
E=—ji-&=—ppcos(f)

a) Determine 4 como funcdode 7', € e jt .

b) O momento de dipolo médio por molécula € definido pela média:

P = p{cos(#))



Determinar P como fungao de /' e £.
c) Esboce o grafico de P versus £ para /' constante.

d) A susceptibilidade elétrica € definida por:

:_OP
X~ e

Determine Y a campo nulo e mostre que ela € inversamente proporcional A temperatura /' . Notar que para pequennos valores de x vale a relagao:

. | B
cotgh(r) = — + z
r 3

Solucgao:

a) Vejamos:

‘)71’ m ‘)Tr x -
2 4 - 1 a.. : 2; ' . _

/ / A dmbly / / Ssen(B)e e dpdp = = / sen(9)ee < dg
0o Jo o Jo A4 A Jy

Usando a mudancga de varidvel:
u = cos(f) = du = —sen(6)dd
Vamos definir, também, ov = Su e .

Temos, entao:

o 2 [T » o ! 2 e\ | 27 drsenh(a)  dmwsenh(Bpze)
A, o)dfde = i / sen(fd Pps cos(0) 1/ = - -y = = ’ = (e — T = i ' — ke =1
A A pLO, p)dbdg A Jy sen(f)e ( Afl, = -1 Aa (¢"=e™) Aa ABpe

Dessa forma:

A — dmsenh(Bp<)
o Bpe
b) Por defini¢ao:

' ‘ 1 27 ™ | y
{cos()) = q/ / cos(0)sen(0)e” “’”(-0)(19(lp
4 0 0

Usando a mesma mudanca de varidvel anterior:

1 2 x _ _ can( Ve 1
— / / cos(#) sen(f)e™ 'dfdp = e Mdu
AJo o A

A
Existem duas maneiras para realizar a integral:
M¢étodo 1 (integragdo por partes)
Se:

Nagl)

Uu) =u= U'(u) =1: V(u) =

= V’('u) — ™"

v
Portanto:
oo v e |1 L eou cosh(ar) 1 ., cosh(a)  senh(a)
we” “du = — —du = 2 ——€ = 2 — 5
1 a -1 J | a O o= ~1 v a®

M¢étodo 2 (derivada em relagdo a variavel a = o)

L Lo oM .
U e X (l” — —e 1 "(1‘(1. — - ({u (| (1ll.
—1 -1 Da a=auo Ja J 1

Assim:

- |:('0.~:h(‘n) - senh(a)

A’)
x o=

_ 9 0 senh(a)
a=a da a

) a~

I dwa cosh(a)  senh(a)
{cos(0)) = q/ / ('().s:(.(i)s(-“n.(_ﬁ)c"“”'(-0-)(18(139 = yE———r [ S — } = (-()tgh(_n-)—(r—1
4 0N 0N anscren

De forma que finalmente obtemos:
P = p(cotgh(Bpz) — (8u .f)_l)
c) Basta, em principio, plotar a fun¢do encontrada no exercicio acima.

1 IS 1
Sear>»1=z2> == a t=0¢€ e 2= (),portanto:
Ji J

’ ’ ’ 3 ’ 3 . ‘..I v
P = p(cotgh(a) — ((1-)_1) ~ peotgh(a) = /1M
' | ' - senh(a)



M e e TH L TH
e/3
P() ﬂﬁu
_ k1l
Observe que se v < | = ¢ < —: . e
17 H

P = p(cotgh(a) — (o)1) = 1+(t_1 B (1-_,‘)’/12:
= p(cotgh(a a) )rpl—tg-—|=pzg="—3

L} i (cotgh(Bus) — 1/(Buc))

Dai, plotando P(=), a assintota e a reta, nos d4 o grafico ao lado:

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Oz O Oa 31::T~"u ’

d) Como informa o enunciado: /
OP 0o 0P
X = —
g

E muito conveniente trabalhar com « , pois torna as contas mais curtas...

Grafico do momento de dipolo elétrico médio, e seu comportamento nos limites de
Como:

£ & ede ¢ =

7351 7351

a=Bpue= —=93u
Agora resta calcular:

| 2¢ 2
= —+1—cotgh”(«)
o=

— (p(cotgh(a) — (o)1) = p 5 o

E: o

OP b, (0(‘0#;]/1 (ev) 0((1)_1)

Lembrando que se o < 1:

-~

1 A 5 ‘ 1 1 a\? 1 a?
— t+1—cotgh“"(a) =1+ ——|—+=) = 3

e o“ ¥ 3

De forma que:

OP  Oa OP . | |
X = _ = ;‘3/12 ((— + 1 — ('()f_(]/)z(.flls_"))

Oc O Oa Bpe)?

Se a < 1:
9 1 o’

X = p- g (§ - ?)

De forma que a campo nulo, como «v = Fuc = se £ = 0", a = 0, a susceptibilidade elétrica sera:
2, 2

X = IIB'J = 3/;.1, x 71

Conforme pedido pelo enunciado.

Questao 7

Um condutor esférico macigo, de raio a e carregado com carga () > (0, esta envolto por um material dielétrico esférico, de constante dielétrica K = ¢/ e raio externo p -
conforme a figura.

a) Determine o campo elétricoem todo o espago e esboce um grafico de seu modulo E(r).
b) Determine o potencial no centro das esferas, tomando-se como nulo o ptencial no infinito.

c) Encontre as distribuicdes de carga livre e ligada (de polarizacdo) nas esferas condutora e dielétrica. Faca uma figura mostrando onde as densidades de carga se localizam,
indicando se sdo positivas ou negativas.

d) Calcule a energia eletrostética do sistema.

Solucdo:

EUF - 2010/2

Questao 1

A interac¢do entre dois dtomos de massas 11 e ma2, que formam uma molécula, pode ser descrita pelo potencial de Lennard-Jones, dado por:

12 G
t
Vir)=A (I—') —2 (_’)
£ T

no qual A e j sdo parametros positivos € = a separagdo interatdmica. Trate o problema classicamente e despreze qualquer tipo de rotagdo da molécula.
a) Determine a posi¢ao de equilibrio em funcdode A e j.
b) Calcule a menor energia para dissociar a molécula.

c) Mostre que o equilibrio € estdvel e calcule a frequéncia de pequenas oscilacoes em torno da posi¢cao de equilibrio.


http://nerdyard.com/wiki/Arquivo:P.jpg

d) Desenhe um gréfico do potencial de Lennard-Jones, indicando os parametros obtidos no item a) e b).
Solucdo:
a) Temos um ponto de equilibrio quando:

OV (x)

Or

o

B 4('_) b 12 5 b 6
o Ox T “\ =z

Assim, temos um ponto de equilibrio em iy = b .

Logo:

oV (z)

Ox

12664 [ h\"
= - 1— — :():’.I‘[]:])

IO -r[.] 'ru

Como o proximo item pergunta sobre energia de dissociagao, € importante saber se esse ponto de equilibrio € estavel ou ndo - poderiamos ver isso graficamente de maneira
imediata, mas facamos essa conta, apenas para tornar a resolu¢cao mais completa.

Para que um ponto de equilibrio seja estavel, € necessario que:

0%V (.

Lo

().I‘- o

Mas:

0*V(r) 0 [0 (b7 (0N || _ jguped (L _ 00 _120°4 (1365 \  0°V(r) 1204 130 N 604
Ox2 T Ox | 0z |\« T T e\ T 23 ) T T 4B 6 0 T0x2 lamn BB ho YT T 7

Pois A e j s@o parametros positivos. Logo temos um ponto de minimo, ou seja, de equlibrio estavel. Essa verificacao € explicitamente pedida no item c), mas ja foi feita
neste item.

b) Para que o molécula se dissocie €é necessario fornecer energia suficiente para que ele va a x — o . se olharmos o grafico do item d), vemos que para que isto ocorra €
necessario dar uma energia equivalente a diferenga entre o potencial no ponto de minimo e o potencial para = — = , ou seja:

12 6
.. . _ o b b
AE =V(r—x)—V(zg=b)=0—-V(b)=—{ A|| - -2\ - =A
b b V(X) & ‘
Logo, para que a molécula se dissocie € necessario fornecermos uma energia A F — A .
|b=xX
c) No item a) ja verificou-se que rq trata-se de um ponto de equilibrio estavel. Resta calcularmos a freqii€ncia para B e }
pequenas oscilagdes. Nesse regime sabemos que, se chamarmos a massa reduzida de j¢ e a freqii€ncia angular de w , vale '. r i =
a relac@o: \i /
92V () . 60A 604  [60A(mny + m2)
72 THWT = mam F W= e = , 12
1 o ? \( {0 \1 a0 Um grafico do potencial de Lennard-Jones, com
os parametros 4 e j devidamente indicados.
d) Vide gréfico ao lado.
Questao 3

Uma fonte produz um feixe de néutrons com energia cinética média de 0, 0133 ¢1” e incerteza relativa na velocidade, Aw/«»,de 1(—*. Num determinado instante, a fungdo
de onda unidimensional de um néutron € descrita por um pacote de ondas dado por:

U(r) = A(,—J-?,:"zn;j_\.r]'*’(A;A-..J-

Nessa expressdo, A € uma constante , Ax € a incerteza padrao na posi¢ao, e fiky € o momento linear médio

a) Estime o comprimento de onda de de Broglie do néutron e identifique a regido do espectro eletromagnético correspondente a esse comprimento de onda.

b) Estime a temperatura associada a essa fonte de né€utrons.

c) Determine a constante A , expressando-a em termos de A nesse caso.

d) Com um pacote de ondas desse tipo, o produto das incertezas na posi¢ao € no momento € o minimo permitido pelo principio da incerteza. Estime A neste caso.
Solugdo:

NOTA: Nesse exercicio utilizei, por comodidade, a mesma notagdo 'implicita’ - e, na minha opinido, at€ um pouco confusa - do exercicio, na qual:

Apenas para estabelecer um critério para saber se o sistema € relativistico ou ndo, vou estabelecer que a partir de v = 1,02 o sistema € relativistico - isso significa que para
7 a partir de aproximadamente (), 2 o sistema passa a ser relativistico. Como:
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E
0+1:ﬂ.'

maec=

E=mc(v—-1)=

Basta calcular por esse critério e comparar com (), 02. Como (), 0133 ¢V =~ 2.131 - 102 .7, temos:

l)
mc=

E _2131-107% 7

~1 A4 . 10-11
e = T h0Td. 1010y = LAl 107 < 0,02

2
mue

O que caracteriza um regime cldssico, de acordo com nosso critério, de forma que podemos utilizar f' — tranqiiilamente.

OBSERVACAO: E um pouco mais pratico efetuar a conta em ¢}", que ficaria assim...

E 0.0133 ¢V A A 11
~ ~1.415-107"" < 0.02
me? 040 - 10° ¢V ?

a) Como:

he he
E = hy = = )\ = —
YN E

Como (), 0133 ¢V = 2,131 - 1072t .7, logo:
A= 9,322.10"m
Este comprimento de onda se encontra na faixa do infravermelho (de 740 nm até 300 pm).

b) Para associarmos a energia uma temperatura, podemos usar o teorema da equiparticdo, de forma que, para um sistema unidimensional, devemos ter a seguinte igualdade:

po(mE) My 2
9 2 k

—

Assim:
1 =~ 308.68 K = 35,53°C
c) Para determinar a constante 4 basta utilizarmos a condi¢ao de normalizacao:
1
VT VA

d) Como o enunciado informa que o pacote de ondas desse tipo € caracterizado por possuir incerteza minima, €, como sabemos que:

/ W (r)¥(r)dr = / U (z)|>dr = 1 = A® / = [(Ax) g — A2 VAT = A=

h
2

ArAp =

Logo, nosso pacote possui a propriedade de que:

h h h hv
A;T A )= — = A.l‘ = = —
P=3 2Ap  2mAv  2pAv

Logo, ja que o enunciado informa que p = hkq:

hwo

Ar = 2p Av -

5107k

OBSERVACAO: Nio est4 claro para mim se 'estimar’ significa encontrar um valor numérico, ou se basta deixar tudo em funcdo de ky.

Podemos determinar £y utilizando a energia cinética média, que se expressa pelo hamiltoniano:

p’
H=F=—
2m
Logo
{p%) < 0%0(x)
E = —— U (x 1:
2m 2m J_ () or2
Como

02‘1,(” 02(}4(,,71:..:(_,_1:'-’ ,-"2(A1{j|2) O(A(,-;A-.;.J-(,_1"{.."2( Ax) ['iku _ J.j/(AJ.)‘Z])
Ox? Ox? Ox

 ikon,—atjaaay? (o (oo w N @ (oo @ N1
= Ae¢ ¢ [lku (lku (A;r)z) (Ar)? (/ku (A:r)z) (A.r)f-’]

b n2A2 /X _2? /(Ax)? i ik T T ™ T 1 L
T o L O T 2] T @2\ an?) T anz

o nPA? /x —atfany? [ 2ixko 2 1 -
2m ! (:A-")Q (:A-")J‘ (A')Q .

rJ
o]




O termo impar possui integral nula e assim temos:

E =

2 S 2 X 9 92 2
h"A —x?/(Ax)? { - 2 1 1
' : a.r

 2m . ‘ (Ax)? — o = (Ar)?

Usando a mudanca de varidvel abaixo:

T dr
y=-—:dy=——

7T Az Ax

Ficamos com:

n2A2Az [°© 9 2 1 RPA2Az 7 1 h2AZA. = 2
E = i / e ¥ [ i — — kg — _('Ar)'z] dy = ' oV {Ag + } : i / yle Y dy

2m . (Ax)? 2m (Ax)? _21H(A:r)2 .
_ k2 + SN k2 + : — 1,0001 kg 131-10721
T 2m | Y (Ax)?| dm(Ax)?2 T 2m |V 2(Ax)2 | om '

Logo, usando os valores de /; e de m - massa do né€utron -, temos:
ky = 2,5337- 10" m !

Finalmente, temos que, usando o valor de ky:

Az =1.9735-10""m

Questao 8

Uma particula de massa rn encontra-se inicialmente em um poco de potencial unidimensional dado por:
4
0o, r < —L/2

V(eg) =40, —L/2 <x < L/2
oo, z > L/2

a) Calcule as autofungdes e as autoenergias do estado fundamental e do primeiro estado excitado.

b) Considere agora que o potencial expande-se instantaneamente para:

4

'xla xr S _L
Vir) =40, L <z <L
|00, x> L

Calcule a probabilidade da particula realizar uma transi¢do do estado fundamental do primeiro potencial para o primeiro estado excitado do segundo potencial.

c) Calcule a probabilidade da particula continuar no estado fundamental apds a expansao.

d) Considere que a particula se encontre no estado fundamental apds a expansdo. Calcule a probabilidade da particula ser encontrada fora da regido —L /2 < = < L/2.
Solucdo:

a) Como o potencial € par, existem solu¢Ges pares e impares. Independentemente da paridade das solugGes, na regiao fora do pogo (|| > L/2) a fungdo de onda € nula. Para
lx| < L/2 vale a equagdo de Schrodinger:

B ' 2 2mE
o a2t E) = Ev(z) = d(r) + ——v(r) =0
Sendo:

- 2mE
k% =

r,?.

Cuja solugdo é:
() = Asen(kx) + Beos(kx)
Sendo A e 3 finitos, claramente.

Com as condi¢Oes de contorno:

L kL L
(0 (——) = Asen (— —) + Beos (—E) =
2 2 2
L L k
W) (—) = Asen (E) + Bcos (—L) =)
2 2 2

Logo, com o sistema acima, que pode ser escrito pela matriz:

(sen (—% cos (—%\ (4\ . (0\
) \o)

\ sen (%) cos (%) } \ \0



Que possui solu¢des ndo triviais se:

kL kL kL kL k k . . . 7
SEN (—?) COS (7) —sen (7) COS (—7) = SEn (—?L — TL) = sen (—kL) = —sen (kL) =0=kL=nw =k = %

Com n & Z .

Logo:

L - ; A = 0senéimpar
() (:t 7) = Asen (:EL) + Bcos (:tﬂ) =0 = ) I
2 2 ! B = 0senépar

—

Logo, para n impar:

) nir.r
15 :B( )
() COS I

E para n par:

, nwT
() SCT 7

Nota: para n — () a fungéo de onda é nula devido a condicdo de contorno, portanto considere que n # () na normalizagdo das fungdes de onda que sera feita a seguir.

Para n par (com a mudanca de varidvel w» = nzx /L ):

L[f2 _ nw/2 . . /9 5y

o ' o /MTET o ' o, . o L fw  sen(w)cos(w) |?7/% o L ni o L , {2
A® sen” ( ) der=1=2A"— sen” (w)dw = 2A°— | — — (w)cos(w, =2A°——=A°—=1=>A=4f—
_L/2 L nT Jo ' nw \ 2 2 0 nm 4 2 \' L

Para » impar (com a mudanca de variavel w = nwx /L ):

X L/2 o ITTT 5 L nw /2 5 o L fw  sen(w)cos(w) |77/2 o L nm o L [2
A- cOs” ( ) dr=1=2A"— cos” (w)dw = 24— [ — + — — =2A°"——=A°—=1=>A=,j—
_L/2 L nm Jo ' nm \ 2 2 0 nm 4 2 \' L

Logo as autofungdes ficam:

[y

/2 n (222 paran pas

Y zoen () s paransar
(j;(,f):{

[y

{2

(nﬂr) )
cos ; paranimpar
\VAL i3 y P P

Cujas autoenergias sao dadas por:

o nPE? n?rth?
 2m  2mlL?2

b) A resolucao para esse problema € idéntica a feita no item a), exceto que devemos realizar a troca [, — 2],

Logo as autofuncdes serao:

/T nmwr
V Zsen. ( 57 ) , paran par
W(x) = 4
/T nmww ,
\ V ZCOS ( 57 ) ; paranimpar

As autoenergias passaram a ser:

R 2 DD
h=k= n=mw<h~

E = —
2m SmlL?2

Vou denotar os estados do potencial antigo por |n,} , e os estados do potencial novo por |n,,} com 5 & [N* nos dois casos.

Logo a probabilidade de obtermos uma transi¢io entre o estado fundamental do potencial antigo (|1,,} ) € o estado primeiro estado excitado do potencial novo ( |2,,} ) € dada
por:

Pi1yoi2a) = [(2a]10)1* = (2n]10) ((20]10))"

Logo s6 temos que calcular {2,,|1,} - lembre-se que a func¢do de onda antiga € nula para |z| > L/2 e que a funcdo de onda nova € nula para |x| > L :

, . > . : . 2 L“‘;Q .U .
(2n|1p) = [ (2n|x) (x|l )dr = % ,/_1_‘,."9_ sen (TL—I) COS (Tr) dr =0

20
Por ser a integral de uma fun¢do impar num intervalo par.
Logo:



¢) Logo a probabilidade de obtermos uma transicédo entre o estado fundamental do potencial antigo ( |1,,} ) e o estado fundamental do potencial novo (|1,,} ) € dada por:

2

P1ysitny = [{In[10}]” = (1n]|1le) ({1n]10))”
Logo s6 temos que calcular {1,,|1,} - lembre-se que a func¢do de onda antiga € nula para |z| > L/2 e que a fun¢io de onda nova € nula para |z| > L :
= 5 L2

. : : . , V2 < T TT

(1ol = [ (Qnla)z|ly)de = 2= cos (—) cos (—) dr

\ 1| ! [x \ ?ll P | / L y_l“':2 \2L \ L

T
Realizando a troca de varidavel w = TR
2\#’5 m/4 , . 2\/’6 3sen(w) + sen(3w) |7/4 2\/"5 2\#’5 8
cos(w)cos(2w)dw = — ' — = -

T J x4 | - T 6 —m/4 T 3 3

Logo
64
.P“‘ —|1a) = 9«—'2 ~(0,7205 = T2 ()Si/l
T
d) A probabilidade de se encontrar a particula fora da regido —L /2 < = < L /2 € dada por - com a mudanga de varidvel @' = 57
—L/2 L , ~L/2 : L L
! L R, 1 ! o {TI 1 o (T 2 o /TT
P = / Ww(x) e (x (l.r+/ W) Wlr)dr = — cos” (—) d.r+—/ cos” (—) dr = — / cos” (—) dx
L A Lj2 s LJj_, 2L L Jp 2L L Jpp 2L

7T .'ll .

o
[W—
[E—"
p—
=1

|
)

('().42(1(*)(1“' = — (w + sen(w)cos(w))

7

A
= 3

o
EREN
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Questao 3

Para os itens a), b) e ¢), admita que no modelo de Bohr para uma particula de massa rn se movendo numa Orbita circular de raio r e velocidade ', a forca Coulombiana
fosse substituida por uma forca central do atrativa de intensidade kr (sendo k uma constante). Admita que os postulados de Bohr sejam vélidos para este sistema. Para esta
situacao:

a) Deduza a expressao para os raios 'n das orbitas de Bohr permitidas neste modelo em fun¢do do niimero quantico 7 e das constantes  , J; € m . Diga quais os valores
possiveis de n neste caso.

b) Lembrando que para o caso desta forca central, a energia potencial correspondente é 1 (r) = kr? /2, deduza a expressdo para as energias £, das 6rbitas permitidas em
funcdo do numero quantico 7 e das constantes  , J; € m . Determine a freqii€ncia irradiada quando a particula faz uma transi¢ao de uma 6rbita para outra adjacente.

c) Calcule o comprimento de onda de de Broglie associado a particula em um estado de energia correspondente ao nimero quantico n — 2 em fungdode k., ; € m .

Para o item d), considere um feixe de raios-X, contendo radiacdo de dois comprimentos de onda distintos, difratados por um cristal cuja distancia interplanar € 1 (ou
10~ %m). A figura abaixo apresenta o espectro de intensidade na regido de pequenos angulos (medidos em relagdo a dire¢do do feixe incidente).

Determine os comprimentos de onda dos raios-X presentes no feixe. Utilize m = 3. 14152 = 3.

Solucdo:
Questao 6

Coloca-se uma esfera metdlica descarregada, de raio |2 , numa regido do espago inicialmente preenchida por um campo elétrico dado por [ — [k - Escolha a origem do
sistema de coordenadasno centro da esfera.

a) Esboce as linhas do campo em toda a regidao do espaco. Justifique o esbogo utilizando argumentos fisicos.

b) Determine o campo elétrico £ ;(7) em toda a regido do espago. Em particular, encontre os campos para os pontos em que |r| = R € |r| = R e verifique se eles sdo

consistentes com o esbog¢o do item a).
c) Ache a densidade de carga na esfera. Se 2 = 10em e Ey = 100N/C , calcule as cargas acumuladas nos hemisférios norte e sul da esfera.

d) Suponha que a esfera metélica seja substituida por uma esfera dielétrica. Discuta qualitativamente o que ocorre neste caso e esboce as linhas de campo em toda a regido do
espaco.

Soluc¢ao:
Questao 8

Considere uma particula de massa 7n na presenga de um potencial harménico V' (x) = s o2 /2,onde w ¢ a freqiiéncia ongular do oscilador e = € a coordenada da
particula (este € um problema unidimensional...).

a) Sao dadas as funcdes de onda estaciondrias correspondentes ao estado fundamental ¢ e ao primeiro estado excitado )y :
, PR -2 79
.,.‘;,”(‘.r') —_ ‘,_1(_ mwxr h

2
—mewr” [2
W1 (x) = Bre ™wr /20



nas quais A e [3 sdo constantes de normalizacdo. Calcule 4 e 3 supondo que as func¢des de onda sejam reais.

b) Seja ki a energia do estado fundamental. Sabemos que E| = Ej + hw para o primeiro estado excitado, ja que o quantum de energia do oscilador € i, . Usando a
equacao de Schrodinger, encontre a energia F.

c) Para os estados estacionarios, o valor médio da posi¢do {(x) € sempre nulo. Construa uma func¢io de onda nio estacionaria como combinacdo linear de 'y e 1 com
coeficientes reais tais que o valor médio () seja o maior possivel. Em outras palavras, considere o estado normalizado:

P(x) = V1 — B2 (x) + Bun (o)
com () < 3% < 1 e determine o coeficiente 5 que maximiza o valor de {z) .

d) Suponha que a fun¢do de onda construida no item anterior descreva o estado do oscilador harmoénico no tempo ¢ — (). Escreva a fun¢ao de onda do estado para um tempo
t > () arbitrario, supondo que nenhuma medi¢éo foi feita sobre o sistema. Para esse estado avalie o valor médio da posi¢ado {.r)(f) em fun¢do do tempo.

Solucgao:
a) Como as fungdes de onda sdo reais |¢; (i :)|'2 = (9 (ﬁ,p’))2 ,logo a condi¢do de normalizagdo se torna:
>0 >0
, . . ¢ . ) | .
/ |15 (_.1")|2d.r = / (i(xr))"de =1
— OO0 - OO0
Logo:
—_—
2 o [T mws?/n o | Th A o T
(¢o(x))*der=1= A~ e M e = A° V’ —=1= A= | —
- J_ o mw \ wh
Também temos - com o = mw /i :
—_—
0 o ) s o ) < ':'_ 2 = 2 If —53 ,3" |
(Af}'l.‘l (’.I'))Q(l.l‘ — l — BQ .T?.(f_”;rz(l.l' — —132'i (f_”'rz(l-lv — —BQ'_i I’I—‘ — B 'l'l “3 — B j “3,_’ 3 — l — B — 4//—4771 w
B - Oy - ey \,‘ v 2 \.' v 2 ¥V mcw wh3
Na resolucao dos proximos itens, vamos utilizar 4 e 3 por conveniéncia.
b) A equacdo de Schrodinger € dada por:
toa:
—s— 75 %(zr) + Viz)do(r) = Eoy(x)
2m da=
Logo, ao aplicd-la a /() , obtemos:
n? o d? o . hwd s/
_— ..,'(JI.P[](.I')‘F"' (-F)l,'lf‘lij(-"l') — b’[]'(f‘v’[](.l') B /2R +"(:I‘)(-'_me 2R | /2h
2m da= ' | ‘ | 2 dx |
fiw —mwz? [2h mw?z? —rmuwr? [2h mw?z> —rmuwr? [2h ' —mwz? 2k ' ficw
= - € - e —— € © e T(' - = Epe == by = 7

Que € o resultado esperado se lembrarmos que a energia de um oscilador harmoénico quantico € dada por:

1
E, = (n + —) hw
2

c) Por definicao:
() = / ¥ (z)aeed (x)dxr = / [( V1-— _;‘f?-) | g () + f*(’f(r)] T [\l — B2%¢dg(x) + B (x )] dx

= / T [| Vv 1 — 322|o(x)]? + |81 | (x)|? + 8% ()1 — B24g(x) + By (x) /1 — ,-T)Q#?;"S (r)] dax

>

Os termos nao mistos sdo fungdes impares, logo suas respectivas integrais sao nulas. Assim:

(z) = / b () () dar = / B @) VI Bo() + Ben (@) V1= B () | da

oC oC

= / z? 3% B* Ae—az’ v'1— 82dz + / -1‘244*B|.fj’(_,—¢11'2 V91— 732 do

20 e

Como A = A*,B=PpB",3=0"¢e\1-52—=,/1—p32 ,temos:

-"_ .'._:* x 2 " ﬁ .'— )'_
() = AB(8*"V1 — B324+38V1— 32 ) / w2e™ " dr = V2 \,-‘ —BV1— 32 =~8V1- 32

- mw

Com:

Para extremalizar esse valor basta tomarmos a derivada e igualarmos a zero:



d{z) d ;  —— — | ., . 1
— = — (v3v1 — ,o’—) =~y — 32—y ——| =0=4/1—32—5; =0=1-28=0= 83y =%/ —
g lg,  dp (28 PR Sy 1 Y L N = o V2
Portanto temos como raizes:
3 ’."T 3 ’,.'T
Boy = V n P0— = \.' 5
Agora vamos ver que tipo de extremos as solucdes constituem:
d?{x) d .. : o 1 5 1 1 . 1
— = — [ vW1— 32—y — = —¥f* ———2y " - —
(l,ﬂj?‘ PFo+ (1.."3 ( A ‘ L \r"fl —_— }32 T4 . \:"1 — };32 ? \/"1 — };32 ’ (1 - }'32)3-" 2 Po4
Como:
. \,,/'1 — Id‘z ’ \,,/'1 — Id‘z - (l — ,i)'.z _)3-"'2 P04 "2 ' 2
Portanto /7y, constitue ponto de maximo.
Como:
, 1 1 1 V2 V2
—yB———2yf—=x—~3° — =—yY—+427+y=v[3——] >0
1= 32 L Vv1—82 0 (1= 3232 g, 73 TTY=0 2

Portanto /[y constitue ponto de minimo.

Logo o valor de [ que maximiza o valor médio da posi¢ao para a fungdo de onda proposta¢ 3 — 3, L= \Ia"l
f i 'l 2

d) A func¢do de onda de acordo com o item anterior, € dada por:
o ! _ o, L
() = \f’ 1 — 32 cthol() + Bogr(x)

De forma que:

‘ ! / i —Fot/h I —1 F /h £ / I f | I f |
(x t) = v’ 1— .:1’3 LtolT)e Fot, r+,i7,0+ ty (x)e Fatfh — V’ 1 — .0’3+ Wolx, t)+ 5oy (x, 1)
Logo, por defini¢do:

{z(t)) = / W*(x, t)z(z, t)de = [ T [| v 1— 3212 a(z. )? + |82 (z. 1) + B¢ (x. t) V1 — Bz, t) + By (x. )1 — ;‘328 g (. f)] dax

> Vo

Os termos nao mistos sdo fungdes impares, logo suas respectivas integrais sao nulas. Assim:

PR |
(x(t)) = =

> 1 3
o L . , } 2y o 27 o 2 LTI A s PR
i / T [",f-'f (I‘ f.)?'.'..‘()(.l'. f.) + i (.I'. f)'l,ﬂ.'a‘ (J.. f)] dr = S / T |:B*.I'(’. mwr” 2h(_,zf.'| Ly ﬁ‘A(_, mwi”; 2!’:(, 'Fot/h + Bre~mwT” 2h(_, IRy fl‘4 $ oMW 2&(,11'?0!'. fa:|

> “ v -

Como A — A* e B = B*:

. 1 T R _crm v any > 2 1 mw (Ey — Eg)ty\ 0O g T (1 — Eg)t\ O ,"T
) — AR [,;ml Eo)t/h | —i(Ey—Fo)t, n] / 2e—art g 2 mw L _ R Ea P WL {1
{z()) 5 ¢ + ¢ roe dr =——C0 ; dal\l ¢ dx 7 COS P 5a \.' -

- OO 20

_ mw (£ — Ey)t '."I B If.' h cos (K1 — Ep)t
2 Vads — Vomw h

Questao 9

Seja uma particula com momento angular | — 1.

a) Na representacdo onde as matrizes 2 e L. sdo diagonais, obtenha a matriz da compoenete [.,.. Lembre que a matriz de L, deve representar um operador hermitiano.
Sugere-se que se utilize os operadores escada L, e L_ .

b) Calcule os autovalores de L. .
c) Encontre o autovetor de [.,. com o maior autovalor.

d) Suponha agora que vocé encontrou o maior autovalor numa medic¢ao de L .. Calcule as probabilidades de medir, respectivamente, +7; , () € —/i numa medigao posterior
de L..

Solugao:
a) Sabemos que:
Ly=L;+tLy; L_=L;—1L,

Ly+ L_

Portanto ., = 5

Sabemos, também, que:



Li|l.m)=nhI(l+1)—m(m+1)|[l.m+ 1)

L_|l.m)=nh/I(l+1)—m(m—1)|l,m—1)
Logo, como para | — 1, os estados possiveis sao:

11,1y |1,0) e|1,—1)

Dessa forma:

Li|1.1) =11+ 1) — 1(1 + 1)[1.2) = 0[1.2)

Li|1.0) = Iin/1(1+ 1) — 0(0 + 1|1, 1) = Av2[1, 1)

Li|1,—1) = h/1(1 + 1) — (=1)(=1 + 1)[1. 0} = iiv/2[1,0)
Portanto os elementos de matriz nao nulos sao:

(1. 1|L4|1,0) = Biv2(1,1|1,1) = 1v/2

(1,0|Ly|1. —1) = Bv2(1. 0|1, 0) = hv/2

Sendo todos os outros elementos de matriz nulos, incluindo:
(1,1|1L4]1,1) =0(1,1|1,2) =0

Dessa forma fazemos a identificagao:

(LLL|1,1) (1,1L4]1,0)  (1,1|Lo|1, —1)
Lo | (1,0|L4]1, 1) (1,0|L.[1,0)  (1,0/L.|1,—1)
(1, =1L |1,1) (1, =1L, |1,0) (1, —1|L,|1,—1)

h

I~

o o <'\j

)

OSO
B

|
oo O

Analogamente:

L_|1.1) = ny/1(1+ 1) — 1(1 — 1)|1,0) = Bv2[1, 0)

L_|1,0) = h/1(1+ 1) — 0(0 — 1)|1, =1} = mv2[1, —1)

L_|1.-1)= finv/1(1+1) — (=1)(—1 — 1)1, -2} = 0|1, -2}
Portanto os elementos de matriz ndo nulos sdo:

(1,0|L_|1,1) = BvV2{1,0[1,0) = niv2

(1,=1|L_[1.0) = niv2{1, —1|1. -1} = AvV2

Sendo todos os outros elementos de matriz nulos, incluindo:
(1,=1L_|1,—1} =0{1,—1[1,—-2} =0

Dessa forma fazemos a identificagao:

(1,1|L_|1,1)  {(1,1|L_|1,0)  {(1,1|L_|1,—1) 0
L_— | (1,0|L_|1,1)  (1,0|L_[1,0)  (1,0|L_[1,—1) | = |AV2
(1,—1|L_[1,1) (1,—1|L_|1,0) (1,—1|L_|1,—1) 0

Logo:

i 1[0 /2 011[0 0 0] 1[0 h/2 o] r[010]
1 [ R N V] 0 0l=5IrvZ 0 hVZl=—110 1
. 1

- o o ol “lo mw2o “|lo na oj‘ﬁlo
Que é claramente hermitiano.

Li+L_

Nota: Como L, = , € sabemos as propriedades dos operadores L e L_ , ou seja, sabemos que a tinica acdo que os operadores fazem sobre a fun¢do de onda na

base |I.m) sdo (respectivamente) de 'adicionar’ a0 nimero quantico 7 uma unidade e de 'subtrair' a0 nimero quantico 7 uma unidade; poder-se-ia utilizar tal fato para
notar que ao calcular a matriz de L, s6 podemos obter termos nas diagonais imediatamente acima e imediatamente abaixo da diagonal principal da matriz, diminuindo o
nimero de elementos de matriz necessarios a se calcular. E possivel utilizar tal argumento para justificar o cdlculo de apenas elementos ndo-nulos de L ede L_ .

b) Para calcular os autovalores de [, basta efetuar:
L.|l.m) = A|l,m)
Obteremos trés autovalores que batizaremos de Ay, A\gpe A_ .

Logo:



~\ Lo
V2 ;
det | 75 —A 5 [ =0= (=AM = X°=AR% = 0 = AA=N) (A+5) = 0
0 2= =

V2

Portanto os autovalores dessa matriz sao:

Ay =h; XAg=0; A= —=h

c) O maior autovalorde L, € A, = I . Para calcular o autovetor correspondente a este autovalor, basta notar que, por defini¢do, autovetor € um vetor que segue a
propriedade:

Le|g) = Ale)

Sic:

|
|
ot [

|:‘ Ot<\ﬂ|
oHlF ©

0
V2
0

: c
L V2 i
Logo:
[ b ] [ b
aVPc ! b " V2
h \,5 —=n|b =>u:—‘):( bl =1 0b
2 V2
b, c cl |%
L V2 _ [ V2
Como sabemos que a fun¢do de onda € normalizada, ou seja, {+,|+,} = 1 temos que:
e
[bx b bx] v; b2 1+1+1 b2 = 1 = 1 Lo
7= = = |b - — ) = 2|b|7 = > b= —e¢
V2 V2 b 2 2 \//‘E
[ V2

Com ¢ sendo uma fase arbitraria, que nesse caso pode ser escolhida de forma que o nimero } seja real.

Assim o autovetor sera:

1
2

o

d) Conforme dito no enunciado, ndo ha evolucdo temporal, logo, temos inicialmente:

1

1
2
Sabemos que, L . € representado por uma matriz diagonal, cujos autovalores sdo J; , (), —/i € cujos respectivos autovetores sao:

m = [+ m = |0} ; m = |-)

o] o] D
Assim para calcular a probabilidade de se obter, numa determinada medicao na direcdo z, o valor J; , devemos efetuar:

|f—1\3|r—-

(]|

Pi=|tHH+a2=|[1 0 0] |7

(O]

Assim para calcular a probabilidade de se obter, numa determinada medi¢ao na dire¢do z, o valor (), devemos efetuar:

L
2
1| 2

-

_ = — = 0,50 = 50%

Po = [{0]+2)|* = ‘ [O 1 O] V

1
2

N | =

1
V2

()|

Assim para calcular a probabilidade de se obter, numa determinada medi¢ao na dire¢cdo z, o valor —J; , devemos efetuar:

2

1

t
P =+ =|[0 0 1] |7
5

2

Note que, conforme esperado:

Pe+Po+P_=1
Observagao adicional: tanto |+,} quanto |+ , |0} e |-} podem ter fases arbitrérias, que ndo vao alterar os resultados obtidos mesmo se levadas em conta. Lembre-se que



as fases de |+) , |0) e |—) devem ser as mesmas, pois nossa defini¢cdo de L. nio afeta as fases.

Questao 10

Um mol de um gés ideal monoatdomico se encontra a temperatura /' € ocupa um volume }”. A energia interna por mol de um gds ideal é dada por 1 = ¢y /', com ¢v sendo
o calor especifico molar, que é considerado constante. Responda as questdes abaixo:

a) Considere a situacdo na qual o gis se encontra a uma temperatura /' e sofre uma expansao quase-estatica reversivel na qual o seu volume passa de |~ para 217 . Calcule o
trabalho realizado pelo gis durante a sua expansao.

b) Ainda com relagcdo ao processo fisico descrito no item a), determine o calor trocado pelo gas com o reservatorio térmico.
c) Determine a variacdo de entropia do gés e do reservatorio térmico no processo descrito no item a).

d) Considere agora a situagao em que o gas estd isolado e sofre uma expansao livre na qual o seu volume passa de |7 para 217 . Determine as variagoes de entropia do gés e
do universo durante o processo de expansao livre.

Solucdo:
a) Sabemos que para o gés ideal, valem as expressoes:

NET ) .
u=cyldl; PV =Nkl'= P = ‘,1 ; Q) = OW + dU ; sendo, para processos reversiveis: 1V = PdV

Como o0 gas estd em constante contato com o reservatorio, sua temperatura € constante durante todo processo, assim, sendo 7 o nimero de mols do gas:
dl'=0= dU =0jidque U = neyl = Cy1l' = dU = CydT

Portanto, neste processo:

NET
AQ = W = PdV = = dV
Logo:
- _ B 2V NET | |
|| AasB = ”"'_:,-2\' — (sn B v dV = .'\"A'J'lll(_‘z_)
A %

b) Como Q) = AW, temos que:

B B
Qisp = / 0Q = / oW =
A J A

o/

.)‘- - P

= NE1

/ - dV = NEI'In(2) . Q4 .5 =Wi_n
v

Y,

c) Sabemos que vale a relagdo, ja que /' é constante:

Sn B s l B ., ”’ B
1dsS = 6Q = AS, :/ dS = / ﬁ — ,—‘/ 5Q = Qg‘ 2B A28 Nk In(2)
' S 4 A 1 1 A 1 1

Esta € a variacao de entropia do gas.

Para o reservatorio, se chamarmos de Q’,, , 53, 0 calor cedido pelo reservatdrio, temos que:

Q.l—:»b‘ + Qfl"—‘fl)"‘ =0= _Q-\—*“ - Q(l’—»l)”

Logo, a variacao de entropia do reservatorio é:

/

Sg B 50 R ; Wiss
AS, — / s — Q. Quop __Qass  Wass vy o
! v 1 1 1 1

Yo ‘.‘1
Portanto, conforme esperado, para tal Pprocesso:

ASI(;MI — AS(} + AS; =0
Ja que o processo € reversivel - em processos reversiveis a entropia total, também chamada de entropia do Universo, € nula.

d) Primeiro devo fazer um aviso: cuidado!, nesta questdo nio podemos utilizar que 4(Q = W™ + dU para encontrar a entropia, pois o processo nao é reversivel - a primeira
lei sempre vale, mas o problema é que 1'dS # () . Seria necessario, nesse caso levar em conta a entropia decorrente do processo irreversivel para a igualdade se manter;
como no exercicio nao cita-se nada referente a isso, vamos proceder de outra maneira.

A expansao livre é, por definicdo, feita num recipiente no qual parte deste 'contém' vacuo. Como ndo ha forca contra a qual atuar, o trabalho realizado pelo gas € nulo - ja que,
por defini¢do, o trabalho é dado pelo produto da for¢a pelo deslocamento, logo 411" = (). Como nesse caso se realiza a expansio livre num recipiente isolado, 4Q) = 0.
Devido a conservacao da energia, a energia interna nao pode variar, assim d{J = () = d7" = 0.

Entretanto, como S € funcdo de estado, que s6 depende dos estados inicial e final do sistema - sendo que, neste caso, ambos processos, tanto o do item a) quanto este,
possuem estados termodinamicos iniciais e finais exatamente iguais, ja que /' € fixo e os volumes inicial e final s3o os mesmos em ambos casos - podemos usar um processo
reversivel para calcula-la. Logo, temos que:

o 1 T T T

v o4

Sp B g - B r
) 1 i B Wasn - .
ASortivres = AS, — / ds — / 00 _ 1 [Tso Qo Wass  ypy e
S A |

S
Como o sistema estd isolado: AS, = 0

Logo:



ASiotar = AS, + AS, = NkIn(2)

Que ndo € nulo, conforme esperado para processos irreversiveis.

EUF - 2011/2

Questao 8

Seja a funcdo de onda de uma particula em uma dimensédo dada por W(x, ¢). A densidade de probabilidade p(.r,t) € definida por p(x.t) = W*(x,t)¥(x, t) . O valor de
p(r,t) pode mudar no tempo devido ao fluxo de probabilidade saindo ou entrando na regido, que se pode expressar como uma equagédo de continuidade:

9p _ _9i

ot Ox
onde j(x.t) € adensidade de corrente de probabilidade.
a) Dada a equacao de Schrodinger:

h? 9?2 |
ith— = |—— Vie)|l W
o ot { 2m Ox? +Viz)

escreva a derivada temporal de p(.r,¢) em tremos de W(x, ) e W*(.r,t) e suas derivadas espaciais.

b) Obtenha a forma explicita de j(x. ).

c) Ache a equacao relacinando a derivada do valor esperado da posi¢ao, (“'1':'} , com o valor esperado do momento, {p} . Dica: use integragdo por partes € assuma que as
ar
funcoes ¥ e sua derivada, (3)_@, vao ao infinito mais rapido do que i :
Jx T
Solucdo:
Antes de comecar, vamos tomar nota de algumas coisas:
ple.t) = Uz, )W (x. t)
E:
dp O . oV (x,t) OW(xt) O n? o* . 0w n2 o2
— = — | (ur, r.t)| = —¥(r.t ——— ¥, t) th— = | —— Viz)| ¥ = —ih = |—— Viiz)| &~
Ot Of[‘v (2. )¥(z. 1)) ot Vi, 1)+ ot Wi, £)s ot 2m Ox? +Viz) ot 2m Ox? +Viz)
Também € bom ja saber que:
. h o
T|P = ——
(] i Ox
Logo:
ﬁ2 0‘2 ' . P2 ' ' P2
— z|lV={|—+{z|V=ElH=>H=—+YV
2m Ox? + (el <'r|2m +{z| (=l 2m i

a) Das expressoes acima segue que:

2m dx=

—ih W =V [—h— &+ V(I)] U

2m Ox2

L — W | V(2)| 0

Como j4 explicitado (exceto pelo fator ;/; ):

/ﬁ% = 1h [0;;* v+ LZ)—T\II’}

Logo

2 g (n_’ L V(.r)) AR (_r,_’ 09 + V(:r)) U = wia”w _\pi"o‘l’ L9 _ f (\DO“-’\D* _w 0‘2\1;)
ot 2m Ox? 291 O12 » o D2 2m Or2 Ot 2 02 92

b) Notando que:

e (\pﬂ _ \pd\P) _ 9 (\PO‘I’* B q,ﬂ) _ \pa?\p*=_qﬁ0‘2\p+<')_xp ovr 090w 0%wr 00
Ox Ox Ox Ox Ox Ox Ox? Or?2 Ox Or Ox Ox Ox? Ox?

Temos:

% B _2'/":11 L;)_I' (‘D*% a \pda‘i ) - _(')_(12:;” (‘I’*% - dg‘i ) = _% Sz, t) = 2::'” (‘I”g—? — ‘Il();i )

c) Por definicao:

d{X, d I N\ /x ow* ) [T jovr , 0w [T dp
ke d_f (/_x U .r\Ild.r) = (U_x W.z‘l‘cl.r)#—(/_x U .rad.r = - T 5 U+ ¥ W dr = _x.r E dx



= —/ zi ﬁ v 0—‘1’ — ‘Ilaql dir
e Ox | 2im O Ox

Fazendo integracao por partes, com:

Ulr)=xc=U'(x)=1

V! (z) = U,j(;;r.f) o V() = (e t) — h (\p,ﬂ B ‘pa\pt)

Ox | T 24m Ox Ox

Dai:
d{X) >0 h ow ow* R o ow* h ow ow*

it A . v o — v iz — |: v ’

df ‘/_)c i [2/’711 ( Ox O )}( I /_x 24 ( Ox Ox )( ! [rZim ( Ox Ox )} —x

e : - L s L OU 1 1 : o~
Como o dltimo termo da integragdo por partes € da ordem ~ 1/x (ja que =W e XTI o= e o mesmo vale para o complexo conjugado), sua contribui¢do € nula.
Jr Ir T I

Dai sobra apenas:

1 x h Ow h Ow* 1 h ov*
S * — —_ | /PN — —
2m J_ (\p i Ox ‘Ijz Ox )(l.r 2m (\'P'/ [x ‘p/ O dl)

20

Vamos agora efetuar outra integracao por partes, no segundo termo:

. . Ow
W(r) =V = W!/{(r) =—

' ' dx

. hov* _ h
Z'(x) = = — = Z(z) = —®*

' : Ox ‘ 1

|

Dai, lembrando que termos do tipo W ¥* ~x —;:
£

hi O0* h OW x -
—/ Pl —/ Rl TR 0 1 R (P)
e 1 Or . i Or 1 —oxc o

ja que o segundo termo da integral por partes imediatamente acima € nulo.

Logo:

1{ X} 1 hOow* ' P
dX) _ (P) — [ q:' dr) =
dt 2m Ox m

Conforme a fisica classica!

Podemos fazer o item c¢) usando o teorema de Ehrenfest, que relaciona a derivada temporal do valor esperado de um operador quantico 4 com o comutador desse operador
com relacao ao hamiltoniano do sistema:

d dA
{A) = {{A. H|
(lf ' zﬁ[ ]+<df>

Se o operador A4 € independente do tempo, o ultimo termo € nulo.

Aplicando o teorema de Ehrenfest para o operador X , temos:
I)

d OX
—(X) = X.H S
dt d ih [ ] < Ot >

Ja que o segundo termo € nulo (pois X € independente do tempo), e, como ja explicitado anteriormente, fJ — P_ + V7 temos:

2m
4oy = Lixomp = ~{ |x. Py L/ & Lixov)y
dt v /ﬁ ST 2m ~ iR 2m zﬁ /

Novamente, o segundo termo € nulo - afinal o potencial depende apenas de x , de acordo com o enunciado. Logo:

((ih+PX)P—PPX)

2tmh

4y =~ {|x s : {(X,P?) = L XP_P2X) = —_(xPP-PPX)
dt v A zﬁ T 9m " 2imh " 2%mh ¢ s 2imh .

{P)
(thP+Pih) = (2¢thP) = —

tmh 2¢mh’ m

1
= {((ih+PX)P—PPX) =
2emh

(ihP+P(XP—PX)) =

{(ihP+P|X, P|) =

tmh vrmh

Jaique [X.P|=ih= XP— PX = XP = ih+ PX .Note que o resultado coincide com o obtido anteriormente.

Questao 9

Seja o seguinte hamiltoniano representativo de um sistema fisico:
H = hwola'a +1/2)

Os autoestados desse hamiltoniano sdo denominados |} , sdo ndo degenerados e satisfazem a relagdo 1y |n) = n|n) onde = € um numero inteiroe N = ;577 -



a) Assuma que os os operadores i € ;! obedecam a relagdo de comutac@o [a. ('}_T] — 1. Mostre que os estados @|n) e a' lr2) sdo autoestados de py , usando as relagGes de
comutacdo. Determine os autovalores correspondentes a estes estados, 5,/ € /", respectivamente.

b) Dado que todos estados |} sdo ndo degenerados, determine a constante de proporcionalidade entre estes os estados «|n} e os estados |n’} encontrados no item a).

Dica: lembre que todos os estados sdo normalizados. Assuma que o valor esperado do hamiltoniano em qualqueis de seus autoestados seja positivo, {H} = 0, e que
a0y = 0.

O que se pode concluir sobre 0 nimero de estados |} : ele € finito ou infinito?

c) Assuma agora que os operadores i € ' obedecam a relagdo de anticomutagio {, ("‘,,T} — aa' +a'a = 1.Mostre que os estados a|n) e af |r2) s@o autoestados de v,
usando as relagdes de anticomutagdo, e determine os valores de r,” € '" correspondentes a estes estados. Dado que todos os estados |2} sdo ndo degenerados, determine a
constante de proporcionalidade entre os estados a|n) e esses estados |n'} . Dica: lembre que todos estados sdo normalizados.

d) Assumindo, como no item c¢), que os operadores ¢ € ;1 obedegam a relagao de anticomutacdo, que o valor esperado do hamiltoniano em qualqueis de seus autoestados

seja positivo, {H) > 0, e que a|0} = 0, isto implica que o nimero de estados |} € finito. Quais sio estes unicos estados [} nao nulos nesse caso?
Solucdo:

a) Como N — ;i e

[a,a') =aa' —a'a=1=a'a=aa' -1

Logo:

Ni|n) = ataa|n) = (aa’—1)a|n) = aalaln)—a|n) = aN|n)—a|n) = naln)—aln) = (n—1)a|n)

Portanto a|n} ¢é autoestado de ;7 , com autovalor n' = (n — 1).

Como:

[a,a']| =aa' —a'a=1=aa' =1+a'a

Logo:

Naf ) = f).tfi('}.T]'n ) = al (('}T("i—}—l)|1‘z.} = ('}T('}.T('i|‘l‘z.:}—Hk”n} = E‘ITNIH:}+(’1T|1‘1 ) = 'l‘z.i}.TI'z‘z :)-+("l't|n.:} = ('l‘z.+1_)u't|1‘z.:}

Portanto o' |r) ¢é autoestado de py , com autovalor r” = (r + 1).

b) Conforme o enunciado:

alln) = cy|n’y = (ey|n))' = |} = (') = (n]a

Logo:

|('+|2 = |(°+|2{n’|n'} = {:Hll(‘:_(‘+|‘l‘l.,:} = (:(°1|n’:} T Jey|n'y = {:‘l‘ili}.(’}”'l‘z.} = {:n.|1+("iT("i|n.} = {:‘l‘z.|1+f§i'|n:} =(n+l)=cy =vn+ Pead

Se escolhermos uma fase nula:

S marey

Note que como |, | > 0=n+1>0=n > —1.

Também temos:

alny = c_|n") = (c_|n") )T =" |n."}lr = (_ii|n})'t = {:'1‘1.|("1"t

Logo:

le_ |2 = |('_|2{:1’z‘"|n”:} = {n"|e* c_|n") = (c* |n"") T:)('_ |y = {:1)|i}.T(}.|'l'z.:)- = {:'n.|.x"|n:} =n=cc = \/’r_u-"-“’
Se escolhermos uma fase nula:

c_=+\/n

Note que como |(-_|2 Z0=n=0.

Como n € inteiro e nao ha nenhum limite superior para 2 temos infinitos estados (um para cada n, & I\ ).
OBSERVACAO: Obtivemos até agora os seguintes resultados:

iiT|n:} = vn+ 1|n’)
aln) = \//‘17|H”:}
Nao sabemos qual € o valor de ;” oude 5" .

Mas sabemos que:

ata|ln) = n|n) = ra'ln”) = V(0" + Dn|n"y = 2" =n:n = (0" + 1)n = n" = n—1
Logo:

aa'|ln) = (1+ata)|n) = (n+1)|n) = Vn + laln’) = Vn + 1\//1'7|n’”’:} =" =n; vVn+ IWn' = n+l=n' = n+l



Portanto:

a'ln) = Vo +1n +1)
aln) = vnln — 1)

Que sao os chamados operadores de criacao e destruicdo (ou operadores escada).

Note que, conforme dito no enunciado do exercicio:

|0y = Vo[ — 1) =0

Note também que, conforme o enunciado:

(HY = (n|H|n) = hwo(n|(@ta+1/2)|n) = hwy (n|(n+1/2)|n} = hw(n+1/2) =0

Jaque n = 0.

¢) Conforme o enunciado {a,a'} = 1 = aa' + a'a . Logo:

aa' =1—a'a

a'a=1-—aa'

Vamos mostrar que, nesse caso, ' |} € a|n) sdo autoestados de p :

Natln) = ataal|n) = aT(1 — a'a)|n) = af(1 — N)|n) = (1 — n)al|n)

Na|n) = ataaln) = (1—aat)aln) = a|n) — aataln) = ajn) — naln) = (1 —n)aln)

Logo a'|r) e a|n) sdo autoestados de py,com n’ =n" = (1 —n).

Conforme o enunciado:

&T|n.} = cy|n’) = ("fln’)T = {(n|a

Logo:

1|2 = |e2(n/|n"y = (n'|adf |0’y = (n’|1=ataln’) = (n/|[1=Nn') = (1-n) = ¢; = V1 —n
Também temos:

aln)y = eco|n')y = ('§|'n.')Jr = (n.|ﬁ.Jr

Logo:

N

e2f? = Jeaf*(n'|") = (n'|a"aln') = (n'

ny =n=c=+vn

d) Note que como |¢; > > 0= (1 —n)>0=n < 1.

Note que como |(-.2|2 Z0=n=0.

Portanto n» € Nl =0: n = 1.

OBSERVACAO: Como nota final, sabemos apenas que:

aflny = e1ln’y = VI— njn’)

aln) = caln”y = /a|n")

Mas:

afaln) = n|n) = Vrat|n"y = /nvV1—n"n'") = n" =n: 1-n" = n=n" = 1-n
E:

aal|n) = (1—ata)|ln) = (1—n)|n) = VI —naln'} = VI — v/ |n™) = 0" =n; 1-n" =n=n' = 1-n
Logo:

a'ln)y = V1 —n|l —n)

aln) = V|l — n)

Veja que, conforme o enunciado:

(H) = (n|fl|n> = hwoln|(ata+1/2)|n) = hwy (n|(n+1/2)|n) = hwe(n+1/2) = 0
Jaque n = 0.

Como . = () ou 5, = 1, temos que:

a'lly = 0]0); a'|oy = 1]1): al1) = 1]0): aloy = 0]1)



Questao 10

A lei de Stefan-Boltzmann diz que a densidade de energia total do campo eletromagnético dentro de uma cavidade em equilibrio térmico é dado por:
u(d') = al™
onde a € uma constante.

a) Podemos derivar a lei de Stefan-Boltzmann usando argumentos termodinamicos. Sabendo que, em equilibrio termoidindmico, a densidade de energia da radiacao
independe do material que forma as paredes, podemos concluir que qualquer varidvel extensiva da radiacdo em uma cavidadedevera ser proporcional ao volume da cavidade
e depender apenas da temperatura. Em particular, a energia interna e a entropia da radiagdo serdo [ = u(1')V e .S = s(1")V", respectivamente. Podemos usar o

(1)

eletromagnetismo clédssico para calcular a pressao de radiagdo nas paredes da cavidade. Ela tem a forma de P — ——=. Usando essas informacoes € a primeira da

termodinamica, demonstre lei de Stefan-Boltzmann.

b) Agora obtenha esse resultado usando fisica estatistica, assumindo que a radiagdo eletromagnética € um gas de fétons.

| |
1. Calcule a fung¢ao de particdo, Z , e mostre que o numero médio de f6tons com energia €5 ée [F = 7 -
‘B
_ 10In(Z) 1
= 8 0e:  efa—1

J

2. Obtenha a lei de Stefan-Boltzmann. Vocé pode usar que o niimero total de f6tons por unidade de volume e freqiiéncia entre |w, w + dw| é dado por:

2
Kwdw

w)dw = =2
(I( .)( ePew — 1

com k£ uma constante de unidade apropriada e ¢, = fiww € a energia de um féton.

Solucgao:
a) Pela primeira lei da termodindmica - supondo um processo reversivel - € como [/ = Vu(1'): P = %“
- . . ) w . du | )
AQ =1'dS = dU + PdV = udV + Vdu + §(H = ?(l\ + Vdu
Como « ¢ s6 fungao de 7':
du
lu = —dIl’
au (11_(
Logo:
4 Vo a8 IR
dsS = —,”_(”’ + 7;”,(”' = | == dV + | — dl
31 1 dl ov ) o1 J
Portanto:
0S ~du  (OS - Vdu
ov ) 317\or ), TdT
Através das relagoes de Maxwell, obtemos a seguinte igualdade:
%S %S 1 du 4 dau du 1 du du da  du du d7'
ovor) \orev ) ~ Tdr 314l 312  37dl 312 4l T u T
Logo:
1 Ve 1 va
Oy o [y S mu=4In? + Ina = n(aT?) = u = aT*
i 1 u 1

Conforme o enunciado.
b)

2. Apenas para fazer uma observacao, essa questao € muito parecida com uma questao mais antiga do EUF - a da prova de 2009/2

(http://nerdyard.com/wiki/Solu%C3%A7%C3%B5es_de_Exerc%C3% ADcios:_ EUF#Quest.C3.A30_4_2l) . Na questdao mais antiga, as constantes aparecem todas no
Sth

3

problema e x € um valor numérico dado - naquela ocasidao x = Js? I,/'m‘g . No fim da questdo mais antiga ndo se obtem a lei de Stefan-Boltzmann exatamente por causa

C
da constante - Stefan-Boltzmann se refere a distribui¢cdo de poténcia de radiagdo numa certa area e ndo a distribui¢cao de energia num certo volume (densidade de energia),

como ocorre ao fim da questdao da prova 2009/2.

Logo, existem duas maneiras de se resolver a questao e abaixo vem a primeira.

Primeiro, devemos ter ciéncia que vamos escolher a unidade de uma segunda constante @ de forma tal que nosso resultado tenha unidades compativeis com uma poténcia
2 -y 2
por area (11 / m=).

Logo, como possuimos uma 'densidade de fotons' podemos multiplicar o nimero de fétons num volume pela energia de cada um deles e obter uma densidade de energia.
Vamos multiplicar tudo por « , apenas para compatibilizar as unidades - portanto a unidade de o deve ser de velocidade (/s ):

- | > hwSdw
U = hwolw)dw = ak e
.. o ’ . & ’1flu.) S l
0 0


http://nerdyard.com/wiki/Solu%C3%A7%C3%B5es_de_Exerc%C3%ADcios:_EUF#Quest.C3.A3o_4_2%7C

Usando a mudancga de varidvel:

T | dar
W= —=ddw = —
J’ﬁ dﬁ
Logo
kK < g8 | [I s | r
U = —QT ; —dz = —
‘tj‘ln.g ” (.'r - J. o l' ('J. - 1. .].5
Assim:
artt (m('?rk"l')4 4
U = - = — = 'l
153403 15R3
. 2m° k* 8 )
Se soubéssemos os valores de 5 — —55 K= 3 poderiamos encontrar o valor de alpha:
15¢2h &
( 4 514 .
ak(mhk) 21k 1 K
O=—"pr=— = T 553 7 QK= S a=21c =327
L5h 15¢2h (27c)=

Logo a unidade de o« € de velocidade, como ja haviamos dito.

EUF 2012/1

Questao 1

Duas esferas ocas, ambas de massa )}/ eraio J? , que estdo girando em torno do centro de massa (CM) do sistema com periodo /{; s3o mantidas a uma distancia dy = 8RR
uma da outra por um fio ideal que passa pelos respectivos centros, conforme ilustra a figura. Num dado instante um motor, colocado dentro de uma das esferas , comeca a
enrolar o fio lentamente, aproximando as duas esferas. Considere que o momento de inércia do motor seja desprezivel frente o das esferas. Desconsdere os efeitos da
gravidade e expresse todos os resultados em termos de A/, ? e 1. Dado: o momento de inércia da casca esférica em relacdo a um eixo que passa pelo seu centro €

Iy = 2M R?/3.

a) Determine o0 modulo do momento angular desse sistema em relacdo ao seu centro de massa, antes do motor ser ligado.
b) Calcule a velocidade angular de rotagcdo, &, no instante em que a esfera encosta-se a outra.

c) Calcule a variagdo de energia cinética do sistema até esse instante.

d) Qual foi o trabalho realizado pelo motor para fazer com que as esferas encostem?

Solucdo:

a) Como (claramente) o centro de massa serd exatamente na metade da distancia entre as massas, temos que o momento de inércia de cada uma das esferas em relagdo ao
centro de massa serd, pelo teorema dos eixos paralelos:

2

do \ "~ > 2MR? 26MR?
I=M ? + Inp = SMR” + —

3 3

:}' I'()' — 2[

Lembrando que:

B 27
1

W

Logo temos um momento angular total de:

Ax] 1047 M R?

L =2lw= — —
1y 31y

b) Como o motor ndo d4 momento angular para as esferas (ja que tal motor s6 atua na direcdo do centro de massa), 0 momento angular se conserva, de forma que:

1047 M R? A=l Anl,ove . Lnovolb
0 = = = =4 =7

31y 1y i I

O centro de massa sera exatamente na metade da distancia entre as massas, temos que o 'momento de inércia novo' de cada uma das esferas em relagdo ao centro de massa
serd, pelo teorema dos eixos paralelos:

2 o  2MR?* 5MR?
Innro = MR~ -+ ][] = MR* -+ —

= Iluhz()r() - 21110:‘0

3 3
De forma que:
¢ Inm‘():[h 5 , 2 H2m
T = ———=—1Th=2wf= — = —
T 26" 7 T T T B,
Questao 4

Considere um elétron que se encontra confinado dentro de um pogo de potencial unidimensional V() dado por:

4
oo < 0

Vie)=4¢0;: 0<z<d
oo, T >d

\



a) Escreva a equacdo de Schrodinger para este elétron e as condicoes de contorno que devem ser satisfeitas pelas fun¢des de onda.
b) Obtenha as fun¢des de onda normalizadas e determine os valores das energias permitidas para este elétron.

Admita agora que este elétron se encontre no estado quantico cuja fun¢do de onda dentro do poco € dada por:

, |l{2_- 3mx
Plr) = \‘." Zsen | —

c) Determine o nimero quéantico 7 do estado ocupado por este elétrone seu comprimento de onda nesse estado.

d) Determine a probabilidade de encontrar este elétron entre x = () € = = d/6.

Solucdo:

a) Como o potencial € infinito fora da regido confinada (sendo a regido confinada definida por = tal que & € [0, d| ), ndo hé fun¢do de onda. Logo:
() = 0 para y < () epara r > d

Para a regido confinada (. € [0, d| ) vale a 'equacdo de Schrodinger independente do tempo':

n? d%q(x) oo d*(x)  2mE
— = Ey(r) = 2 |- = W(x) =0

2m  dx2

Ja vou definir }; para destacar a semelhanca dessa equacdo com a equacao do oscilador harménico:

d2u(x) o  , . o _ 2mE
: : <) = 0, com kT = _
102 + E%Y(x) =0 2

Sendo que ¢(.r) deve cumprir as condig¢des de contorno »(0) = 0 e #'(d) = 0 nessa regido.

b) Ansatz:

o (x) = Asen(kr)

De fato:

—k% Asen(kz) + k2 Asen(kx) = 0

Note que #(0) = Asen(k0) = 0, cumprindo a primeira condi¢do de contorno. Para cumprir a segunda condi¢@o de contorno:
W(d) = Asen(kd) = 0

os valores de }; devem ser tais que:

niw

k=—comnpeZ
d
Assim:
i nw.r
W(x) = Asen ( )
d

Aplicando a condi¢ao de normalizacao:

(QNWJ
¢ d o 7T g sen 1
[ () Pde = 1 = A?sen® ("‘ T) dr = A? (i _ d

0 o 0 d \2 :

0 -IHTT

0 2 ] [ d
d }

Logo:
o ;"{5 [ nTT
21.2 2.2 _2
Sendo } — kAN
2m 2md>
¢) Como:
2T
/\ —_— =
k
Vemos que:
2md  2d
/\ — —_
37 3

Por inspecao, vé-se que n, — 3.

d) Batizando essa probabilidade de F_ /6, temos:



Formulario

6mr
, Sen
r (I..'G ([

afe | 2 /d 1 |
. == | ——=0]=-=0.333%
0 127 \ d\6 3

i
d }

Toda prova vem com um formulario. E muito importante consulti-lo, pois ele € o melhor caminho - caso vocé nao se lembre de tudo - de abreviar as contas. Vou escrever o
formulario da forma na qual ele se encontra na prova - exceto pelas observagdes entre chaves.

Constantes Fisicas

Velocidade da luz no vacuo:
Constante de Planck:
'hc':

Constante de Wien:

Permeabilidade Magnética do vacuo:

Permissividade Elétrica do vacuo:

Constante Elétrica:

Constante Gravitacional:
Carga Elétrica:

Massa do Elétron:

Comprimento de Onda Compton:

Massa do Proton:
Massa do Néutron:

Massa do Deuteron:

Massa da Particula o :

Constante de Rydberg:
'Rhe':

Raio de Bohr:

Constante de Avogrado:
Constante de Boltzmann:

Constante Molar dos Gases:

Constante de Stefan-Boltzmann:

Raio do Sol:

Massa do Sol:

Raio da Terra:
Massa da Terra:
Distancia Sol-Terra:

Conversao de Joule para erg:

c=~3.0-10% m/’s

h=~6.63-1003%7s~4,14-107% eV s

he = 1240V nim

W~ 2,808 10K m

po = 4w - 107" N/A? = 12,6 - 107" N/A?
1

—— ~8.85- 1072 F/m

€n = B)
Hpc™

|
deg
G ~6,67 107" Nm?/Kg*

e~ 1,60-10""¢C

me = 9,11 - 107" Kg = 511 KeV/e?
Ao = 2,43 107 2m

my, = 1,673 - 1072 K g =~ 938MeV />
mp = 1,675 - 1072 Kg =~ 940M eV /c?
ma =~ 3,344 - 107 K g = 1876 M eV /2
e = 6,645 - 1072 K g = 372TMeV/ 3

~ 8,80 - 10°N m?/C*

Ry ~1.10-107m™?
Ryhe=~13.6¢V

ap ~ 5.29. 107 m
Ny=6.02- 10%% mol 1
kp~1,38 1002 J/K = 8,62-10°¢V/K
R=~831 -Jmol K}
o=567-10 " Wm 32K
R =~ 6.96 - 10% m

me =~ 1,99.-10%" K¢

R =~ 6.37-10%m

ma ~ 5.98-10% K¢
1UA=1.50-10" m

1.J =10 erg

Conversio de elétron-volts para Joule: 1¢V = 1.60- 10177

Constantes Numéricas

Mecanica Classica

In(3) ~ 1,099

In(5) ~ 1,609

In(10) ~ 2,303

cos(30°) = cos(m/6) = /(3)/2 ~ 0, 866
sen(30°) = sen(m/6) = 1/2

. dL . = o1 5
L=rxp Ty =rxF L; = ZI,-J-Q;J- 1p = 2 Z[,-jw,-wj I = /r dm
j ij
r = TE, 7 = ré +rbéy a= (‘i" — r(iz) €,+ (rﬁ + 21‘9) €o
F=pé,taé, U= pl,tppé,tic, a = (p—p?) et (pd +2p) égtie.,
r = Té, U= '1:(7',.+‘1'9(7()+r¢.s:(-”n.(:9:)("'g a= (‘i" —r6? — ro?sen? (H)) e+ (19 + 276 — r? sen (H)(os(H)) €+ (r#sr'n () + 2rpsen(d) + 2r3.59(f()s(9)'
‘ mr2 L2 o . L o . P o o L?

E = + s+V(r) f = 5 Vir)=— F(r')dr Vep(r) = Vir)+ 5

2 2mr= ' mr= - _— | | 2mr*



R dr d2u du o
4 — = 2m(t—tn) 152 +u = _.”2 F(1/u) 9 +u” =
fio \/ E-V(r)— 5=
. N - -

d [/ OL L d foT o1 C Or; . Oy 0z; ov
. ~ - T A =0 - |\ 5. __:Qk Qk:zﬁif,_ 11111 +P¢.. Ql\:,—
dt \ Oqs Oqy: df \ Oqy. dq;. = Aq;. dq;. Aqy. Oqy:

OH OH OH OL

z_: Prd " o Pk = ot ot

Lei de Newton no sistema girante de coordenadas:

d?r d?r - -
5 = S —2wx v —wx (WxTr)—wxr
df< J df N '
rot fizo

Eletromagnetismo
N . o B B e L
b-dl+0—f B-dS =0 B-dS =10 D-dS = Q= | pdV fH-dl—O—f / D-dS =1 = /.I-dS
. OB Lo Lo L -
V x E+ = ) V-B=10 V-D=10 V x H— :J
ot ot

Obtida de "http://nerdyard.com/wiki/Solu%C3%A7%C3%B5es_de_Exerc%C3%ADcios:_EUF"

L=T-V
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