PLANETAS E SISTEVMIAS PLANETARIOS
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ENnos Picazzio

DINAMICA DO
SISTEMA SOLAR

NAO HA PERMISSAO DE US0 PARCIAL OU TOTAL DESTE MATERIAL PARA OUTRAS FINALIDADES.



Parametros orbitais

nodo ascendente

| - Inclinacao (i > 90°,
movimento retrogrado).

Q) - Longitude do nodo
ascendente (0 <Q <360°

® - Argumento do pericentro,
contado no sentido do olano de referancia
mO\{)lmento docorpo (O <w< lano da ecliptica

360 hodo descendente

@ - Longitude do pericentro
(Q + o)

P, A - Pericentro e
Apocentro

n - movimento medio
(velocidade angular média
do corpo em torno do
atrator: n=(2n/periodo)

.._
o

e=cla

e - Excentricidade da oOrbita
(relacdo entre a semi-distancia a(1+e) T a(le)
focal e 0 semi-eixo maior (c/a)




Leis de Kepler

zwol, Mmarte; Ty T; T, posigio Terra

M (657 d) Brahe: mowimento solar bem determinade

portanto, Tﬂng; TD%TE... cothecidos

oy 2
T, Eepler: medm oz dngulos ST M, ST
periodo Como =M € segmento comum, Eepler

sideral determinou 3Ty, 55, em fincio de Shd

Obtidas empiricamente no século XVII, através da reducéo das observacdes de
Tycho Brahe.

Resultados obtidos sé foram ajustados a orbitas elipticas.

Periodos: sideral " = tempo hecessdrio)para ocupara mesmalposicao’orbital

sinodico— tempo necessario para ocupar; ajmesmalposicaoaparente

Enos Picazzio — IAGUSP (2017)



Leis de Kepler

12 Lei: A orbita de cada
planeta planeta, relativa ao Sol, é uma
elipse com o Sol em um dos
focos:

_a(l-e?)
PF =distancia periélica 1+ecosé
AF =distancia afélica

e =excentricidade = OF/OP

r =distancia heliocéntrica

a =semi -eixo maior (OA =0OP)

6 = angulo de anomalia

1.1.1
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Leis de Kepler

12T

semi-eixo maior:

32  Lei: O quadrado do periodo
orbital (P) é proporcional ao cubo do

a® =constx P?

n‘a® = const

ou

27
com nNn=——
P
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2% Lei: O raio vetor que une o
planeta ao Sol varre areas iguais em
tempos iguais:

GA_rdo_r'G_
dt 2 dt 2

h
= (1.1.2)

O intervalo de tempo decorrido entre
“1T e 2T7, “3T e 4T”... s@o iguais,
logo as areas varridas pelo raio vetor
entre “1T e 2T, “3T e 4T”... sao
iguais.

Lembre-se que a area do triangulo

Sol-3T-4T é obtida por:

basexaltura rd@xr
2 2




Lei de Gravitagdo Universal

com:

E.(r)

Energia total de um sistema gravitacional:

E=E.(r)+Ex(r)=

mv? (
+
2

_mMG
r

)

= energia cineticaemr ;

Possibilidades: 0<e<1 (elipse) = E <0
e=1 (parabola) = E=0
e>1 (hipérbole) = E>0

E. (r) =energia potencial gravitacional emr ;

dE _
dt

0 |(conservacao da energia)

(corpo gravitacionalmente preso)
(corpo gravitacionalmente solto)
(corpo gravitacionalmente ejetado)

para o caso de E = 0, as energias cinética e potencial sdo iguais em modulo, por
1SS0 0 corpo esta solto. Isto define uma velocidade critica, a velocidade de escape :

mv?
2

( mMG) V2
0=—+| - S
r 2
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(2) -

/2MG
V, =
-




Problema de 1 corpo (corpo de massa desprezivel movimentando-se
ao redor de outro com massa, supostamente, pontual)

Sistema Referencial em rotacéo:

a =i -ro? ré* = ac. centrifuga

como F(r)=ma : F(r)=mi-—mré?
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Problema de 1 corpo (corpo de massa desprezivel movimentando-se
ao redor de outro com massa, supostamente, pontual)

Sistema Referencial em rotacéo:

a =iF-ro’ ré* = ac. centrifuga

como F(r)=ma,: F(r)=mi—mré’ |
de(1.1.2): r?d=h— 6° :h2/r4\/ %z%%zi—ezg(l-l-z)
logo: F(r)=mi—mh®/r’ 1.2.1
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Problema de 1 corpo (corpo de massa desprezivel movimentando-se
ao redor de outro com massa, supostamente, pontual)

Sistema Referencial em rotacéo:

a =iF-ro’ ré* = ac. centrifuga
como F(r)=ma,: F(r)=mi—mré’
de(1.1.2): r?d=h— 6*=h?*/r*
logo: F(r)=mi—mh®/r’ 1.2.1
. a(1—e?) J
1+ecoséd 2
F(r)= —— 1.2.2
a(l—e)r
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Problema de 1 corpo (corpo de massa desprezivel movimentando-se
ao redor de outro com massa, supostamente, pontual)

Sistema Referencial em rotacéo:

a =iF-ro’ ré* = ac. centrifuga
como F(r)=ma : F(r)=mi—mré’
de(1.2.1): r’0=h— 0*=h?*/r*

Iogo F(r)=mi—mh?/r®
1

a(l- e? ) igualando

 1+ecosd ‘
F(r (122
a(l e )r

—
mi —mh?/r® =mh?/al—e*)r?  1.2.3

Esta € a equacdo diferencial do movimento.

ASOM)
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Problema de 2 corpos (movimento relativo ao centro de massa)

lembrando
a =F-ro’

Enos Picazzio — IAGUSP (2017)

p+q=r
Mp=mg

ac.em_M_é imposta por_m.

: mG

p-po” =——
r
analogamente :

. MG
4-00° =——

r

Logo:

1.3.2

1.3.3



Problema de 2 corpos (movimento relativo ao centro de massa)

Mo o m
(O O
P r q
lembrando
a, =f—r?

F—rg? C)
r

Retomando a 1.1.2:

dt 2 dt 2

h:rzé;é?:%:
r
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’ (m+M) 1.3.4

2

p+q=r

Mp=mqg 1.3.1
ac.em_M_éimposta por_m. Logo:

- mG
p-po*=-"7
analogamente : somando
. MG
G-q0° =~ (2

dA r? do B r20 he— momento angular




Problema de 2 corpos (movimento relativo ao centro de massa)

p+q=r
(e O Mp =mq 1.3.1

ac.em_M eimpostapor_m. Logo:

o mG
p—pé’z:—r:—z

analogamente : somando

g MG
4-q0° ==

—

r-mﬂ:-F4m+M) 134
2

como (9'2=h—4:>'r‘—h2/r3=—G(m+M)/r2 1.3.5
r

cujasolucioé:
h® 1

r =
G(m+ M) (1+ecosd)
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1.3.7




Problema de 3 corpos

Caso particular de configuracéio equilateral
http://faculty.ifmo.ru/butikov/Projects/Collection6.html

Neste caso existem 5 solucdes estacionarias > 5 pontos Lagrangianos.
Solucdes estaveis: L4 e L5.

Havendo perturbacéo, o corpo pode voltar a posic¢ao de equilibrio dependendo da
relacdo entre as massas envolvidas.

Exemplo tipico: asterdides Troianos de Jupiter.
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http://faculty.ifmo.ru/butikov/Projects/Collection6.html

Problema de 3 corpos

Temos: F=ma=mr

Enos Picazzio — IAGUSP (2017)

M, m = massas

X,y ,z =sistema inercial do conjunto

X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
de M e ndo girante em relagao ao primeiro.

A - equacao do movimento relativo

nE GMmTr - GMr
m= " — m=—"" 2
e r r
M P GMmr - Gmr
M = — M= 5
re r r3




Problema de 3 corpos

M, m = massas

{ X,y ,z =sistema inercial do conjunto
E - - - -
m X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
de M e ndo girante em relagao ao primeiro.
Fon T _ _
v A - equacao do movimento relativo
=4 I
L'ed
¥ ¥
X
3?‘ — — — b b b
como r=r, -y =>r=r,—fy =
F=-toF = F+iF=0 (I com 4=G(M+m) [ML3T?]
r r
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Problema de 3 corpos

M, m = massas

{ X,y ,z =sistema inercial do conjunto
E - - - -
- X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
de M e ndo girante em relagao ao primeiro.
Fon T _
v B — conservacao da energia

= Il

Lea

¥ %

X
multiplicando r + ﬁg ~0 (I) escalarmente por F
r
¥
PR _ . d(v?
r.r+r. r%:o — UV ﬁg 0 = vv+lri=0 = —| L _£|_
r r r dt r
2 }
Y%

= |E=—-Z—cte (Il) Y 2 =

2 I (—— ‘1J_ dt _,(—gyr2dr Gt _vv+ﬂ—_vv £

dt 2 r

Enos Picazzio — IAGUSP (2017)



Problema de 3 corpos

M, m = massas

z
X,y ,z =sistema inercial do conjunto
Z - - - -
m X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
. de M e ndo girante em relagao ao primeiro.
t, r
¥ C — conservacao do momento angular
= /M
Ira
o %
X
multiplicando F+%-F=0 () vetorialmente por ¥
F‘ r
FxitlExF=0 . Fxi=0 (pois FxF =0) lembrando:
3 = P = P £ rxrxsen(0=0)=0
como a(F><F):F><F+F><F=O = Trxr=cte (rxr=0)

Momento angular:| h=FxF =cte (Il
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Problema de 3 corpos

E:Hc"l"

M, m = massas

X,y ,z =sistema inercial do conjunto
m X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
de M e ndo girante em relagao ao primeiro.

s

v D — equacao da trajetoria (1° lei de Kepler)

SNJE

Enos Picazzio — IAGUSP (2017)

X

—

multiplicando 7+Z%.F=0 (1) vetorialmente por h
r

=

?xﬁ+%(?xﬁ):0 =

xﬁzﬂ(ﬁxf)
r r

3



Problema de 3 corpos

M, m = massas

X,y ,z =sistema inercial do conjunto
m X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
de M e ndo girante em relagao ao primeiro.

o —
:I:':t.I ¥
v D — equacao da trajetoria (1° lei de Kepler)
=7 M
Tra
£, %
multiplicando F+%F=0 (1) vetorialmente por h :
r
¥ ?xﬁ+%(?xﬁ):0 = ?xﬁ:ﬁ(ﬁxf) lembrando que

3 4
' ' V h=rxV (Il
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Problema de 3 corpos

M, m = massas

z
X,y ,z =sistema inercial do conjunto
A m X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
. de M e ndo girante em relagao ao primeiro.
t, r
v D — equacao da trajetoria (1° lei de Kepler)
="/ M
;} . (FxV)xT =(F.F)V-F(V.r)
X
. Fe UV T — r2v_(7F v\
multiplicando ¥+ F = (FxV)xr=rv—(rv)r
; .
(rxv)xr = . dr gf
¥ Fxh+io(Fxh)=0 = T T odt o dt
r
B} o -y L
Fxh:ﬁs([FxV]xF‘ | ( ’ur3j
r
(FrxV)xr=- ﬁi—LgF
A ar e dt
(rxV)xr=—u ldr 12 drF
rdt r°dt
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Problema de 3 corpos

M, m = massas

z
X,y ,z =sistema inercial do conjunto
A m X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
. de M e ndo girante em relagao ao primeiro.
t, r
v D — equacao da trajetoria (1° lei de Kepler)
="/ M
;} . (Fx V) xT = (F.F)V—T(V.T)
X
. F UV T — 12V _ (F O\F
multiplicando ¥+ F =( (FxV)xT =rv-(r.v)r
; .
(FxV)xT = Zd—r—rgf
¥ Fxh+ﬂ3(F><h)=O = o dt dt
r
- o -t
Fxh:r—’L;([Fx\*/]xF, (|l ( 'ur3j
_ — u(FxV)xTF rdr r dr.
. 1dF 1 d H 3) S L
entao: Fxh=—py ——-— r r’dt r°dt
rdt rcd L LdF 1
—u(FxV)xr r r.
d . - d(F ﬂ<z>><=_y__2rj
—(rxh)=u—| — r rdt r°dt
dt dtir
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Problema de 3 corpos

z
=
I
t, 7
g

= M
Tra
o 3

x

Enos Picazzio — IAGUSP (2017)

M, m = massas

X,y ,z =sistema inercial do conjunto
X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
de M e ndo girante em relagao ao primeiro.

D — equacao da trajetoria (1° lei de Kepler)

integrando:

com S = cte de integragdo



Problema de 3 corpos

M, m = massas

X,y ,z =sistema inercial do conjunto
m X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
de M e ndo girante em relagao ao primeiro.

T 7
v D — equacao da trajetoria (1° lei de Kepler)
hy d d(F
i . N r
¥ integrando: —(rxh)=u—| —
i ) gl M A ( r]
Multiplicando escalarmente por r : U ,5’
¥ .= ,U . = r
xh==r.r+r.p - _ 5
r com S = cte de integracéo
COMOX.YyxZ=XxVy.Z

Enos Picazzio — IAGUSP (2017)



Problema de 3 corpos

M, m = massas

X,y ,z =sistema inercial do conjunto
X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
de M e ndo girante em relagao ao primeiro.

D — equacao da trajetoria (1° lei de Kepler)

integrando:

z
Z
i
fa 7
¥
= /M
Ira
i« ¥
X
Multiplicando escalarmente por r :
7 _ =
xh=%r r.r+r.p
r
COMOX.YyxZ=XxYy.Z

=ur+rpcosy

com y=anguloentrere
Enos Picazzio — IAGUSP (2017)

com S = cte de integragdo



Problema de 3 corpos

=T xV (|||)\

M, m = massas

X,y ,z =sistema inercial do conjunto
X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa

i
. de M e ndo girante em relagao ao primeiro.
t, r
v D — equacao da trajetoria (1° lei de Kepler)
hy d d(F
i . N r
¥ integrando: —(rxh)=u—| —
i ) gt M) ﬂdt(rj
Multiplicando escalarmente por r : Fh :ﬁF+,B’
s o M 5 r
r.-rxh==r.r+r.p ~ : «
r com S = cte de integracéo
COMOX.YXZ=XxY.Z:
- s U
FxF.h==F.r+r.p h? = ur+rBcosy =r(u+ cosy)

r

= h’=pur+rpcosy

com y=anguloentreF e 3

Enos Picazzio — IAGUSP (2017)

h2
h? /
|, = _ )2

#H+ fcosy 1+'80037/
y7;




Problema de 3 corpos

M, m = massas

X,y ,z =sistema inercial do conjunto
m X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
de M e ndo girante em relagao ao primeiro.

T 7
v D — equacao da trajetoria (1° lei de Kepler)
hy d d(F
i . N r
¥ integrando: —(rxh)=u—| —
i ) gl M A ( r]
Multiplicando escalarmente por r : U ,B’
F‘ oS — IL[ . o= r
r.-rxh==r.r+r.p ~ : «
r com S = cte de integracéo
COMOX.YyxZ=XxYy.Z

FxF.h="F.F+7.j3
r

oy (i Logo: r n*/ g (V1)
Py : —
\hz S, 1+(pB/ u)cosy
= =pur+rpcosy 1° Lei de Kepler (Eqg. geral das conicas)

com y=anguloentrere
Enos Picazzio — IAGUSP (2017)



Problema de 3 corpos

M, m = massas

X,y ,z =sistema inercial do conjunto
m X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
de M e ndo girante em relagao ao primeiro.

B ¥
s

v D — equacao da trajetoria (1° lei de Kepler)

integrando:

BN fx
Ll
| o
P
=l
X
=l
) ——
[l
=
| o
7 N\
| =i
N4

¥ diretriz . r ] .
com [ = cte de integracdo

]
L x* Emcoord.polares: r= P
SR P > 1+ecosy

com p=h2/,u e e=f1u
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Problema de 3 corpos

M, m = massas
X,y ,z =sistema inercial do conjunto

m X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
de M e ndo girante em relagao ao primeiro.

? —
(5 iy
¥ E — 22 lei de Kepler) ¥
= I
Ira
£, X Retomando a eq. 11 : "
h=FxV ]
. Em coord. polares: v
— = - I x
F=X*1+y>*]
X*=rC0S¢@ X* =T COS@ — rsenpp
y*=rseng y*=rsen@+rcoso@
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Problema de 3 corpos

F-H-c
T
¢
I x*
Logo:
i ]k
Frxv=x* y* 0
X* y* 0

Enos Picazzio — IAGUSP (2017)

M, m = massas

X,y ,z =sistema inercial do conjunto

X, Y, Z = sistema inercial com origem no centro de massa
de M e ndo girante em relagao ao primeiro.

E — 22 lei de Kepler)

Retomando a eq. lll :

h=rxVv

Em coord. polares:

F=X*T+y*]j

X*=TrCcose X* =T CoSp—rsenpe
y*=rseng y*=rsen@+rcoso@

=X* y*K —X* y*k =r cosg(seng + r cosdg )— rsend(  coS¢ —rsendeg ) =

= ITSEN COS @ + I'2 COS? Pb — ITSEN P COS & + I 2sen’jp =

=r?(sen’p+cos’ @)p=r’¢ |- h=r2¢p




Problema de 3 corpos

E — 22 lei de Kepler

Sendo Pl e P2 posicbes proximas e
sucessivas no intervalo At, a area sera;

_nnsend¢g  nr, sendg Ag
2 2 Agp At
fazendo At — O:

AA

dA

r% h
a2 2 U0
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Problema de 3 corpos

E — 32 lei de Kepler

Das relagoes triviais da elipse :

;.-f b Ip\
a
F °© B! x*
o=t p=a(l-e’) A=mab b=ayVl-e’

a a
2
" bzw/a.pzh\/E pois p:h_
y7i

7
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i Problema de 3 corpos
E — 32 lei de Kepler

F*
f b\ Das relagdes triviais da elipse :
a -
F °© B! x*
o=t p=a(l-e’) A=mab b=avl-e’

a
2
" bzw/a.pzh\/E pois p:h_
y7i

7

h 47°(ab)?

integrando : mab=—T = - T?
2 h
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i Problema de 3 corpos
E — 32 lei de Kepler

F*
f b\ Das relagdes triviais da elipse :
a -
F °© B! x*
o=t p=a(l-e’) A=mab b=ayVl-e’

a
2
" bzw/a.pzh\/E pois p:h_
l H

y7i
Daeg. VII: 3/2
d_':\: h ab=nh (a3/,Ll)1/2 Jab = a 1/2h
2
2 2
integrando : b=y = 477 (ab)” L2
2 h2
2 47[2 3
T =—- (V1)
y7i
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Problema de 3 corpos

F =foco FP=r
L = diretriz AC =a
p=parametro BC=Db

O =origem
C =centro

F — 12 lei de Kepler

substituindo (3)e(2) em (1):

I

D+rcosd
Quando 4 =180°:

Enos Picazzio — IAGUSP (2017)

Definicéo:
seccdo conica é o lugar geométrico dos pontosP,
tal que :
X
[PF] =e (excentricidade) (1)
|PD|
|PD[=|PDy |
=DF+FP =p+rcosé (2)
|PFI=r 3)
r=— P (@)
1—-ecosé

r=|AF|=|AC|-|[FC|=a-ae=a(l-e) ()

ep ep (6)

r = =
1-ecosl80 1+e



Problema de 3 corpos

F — 12 lei de Kepler
ep
4) r=
) 1-ecosé
. (5) r=a(l-e) ,
a(l-e
G @ p=2%)
1+e €
F =foco FP=r FC=ae 5
L = diretriz AC =a O = origem 8) r= a(l-e”)
p=parametro BC=Db C =centro 1-ecosé

Se 0 for contado em sentido contrario (i.e, a partir de
A), entdo aparecera nas expressdes acima (180 - 0) no
lugar de 6. Entdo teremos:

Sugestdes: 2
O Problema dos Trés Corpos — andlise e animagdes: r = a(l —€ )
1+ecosd

(9)

http://cmup.fc.up.pt/cmup/relatividade/3Corpos/3corpos.html

Simulagcdo Computacional em Dinamica Classica:

http://faculty.ifmo.ru/butikov/index.htmi

Problema gravitacional de 3 corpos
http://www.upscale.utoronto.ca/Generallnterest/Harrison/Flash/Chaos/ThreeBod



http://cmup.fc.up.pt/cmup/relatividade/3Corpos/3corpos.html
http://faculty.ifmo.ru/butikov/index.html
http://www.upscale.utoronto.ca/GeneralInterest/Harrison/Flash/Chaos/ThreeBody/ThreeBody.html

