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PARTE |

VETORES

INTRODUCAO

Nesta 12 parte, apresentamos os Vetores, que constituem uma importante ferramenta
para o estudo da Geometria Analitica, da Fisica, do Cdlculo etc. Vocé encontrard aqui respostas
as perguntas: “O que é?”, “Como funciona?”’ e “Para que serve?”. O nosso ambiente serd o con-
junto dos pontos do espago tridimensional, isto é, o conjunto dos pontos da Geometria Euclidia-
na. Esse conjunto serd indicado por E>, e muitas vezes citado simplesmente como o “espago”.
Vocé deve sempre imaginar, como modelo intuitivo de E>, o espago fisico que nos cerca.

Os pontos de E? serdo indicados por letras latinas maiGsculas (A, B, P, Q etc.); as retas,
por letras latinas mindsculas (r, s, t etc.) e os planos por letras gregas mindsculas (7, a, § etc.).

Se uma reta r contém os pontos P e Q, falaremos em “reta PQ”’; o segmento geométrico
de extremidades P e Q serd indicado por PQ. Quando um plano contém os pontos P, Q e R (nfo
colineares), falaremos em “plano PQR”".

Serdo pressupostos os resultados da Geometria Euclidiana, alguns dos quais serdo utilizados

livremente.



CAPITULO 1

VETORES

Nogio Intuitiva

Existem grandezas, chamadas escalares, que s3o caracterizadas por um nimero (e a unidade
correspondente):. 50 dm® de drea, 4 m de comprimento, 7 kg de massa. Outras, no entanto, re-
querem mais do que isso. Por exemplo, para caracterizarmos uma forga ou uma velocidade, preci-
samos dar a dire¢do, a intensidade (ou médulo) e o sentido:

Uma for¢a de 4 N Uma velocidade de 5 m/s

Tais grandezas sdo chamadas vetoriais. Nos exemplos acima as flechas nos ddo idéia exata das
grandezas mencionadas. No entanto, vamos adotar o seguinte ponto de vista: duas flechas de
mesmo comprimento, mesma diregdo, (isto ¢, paralelas) e mesmo sentido (veja a figura adiante)
definem a mesma grandeza vetorial. Tais flechas sdo ditas equipolentes.
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~ Um caso da pritica que corresponde a esse ponto de vista é o de um s6lido

~ em translagdo. Nesse caso, a grandeza velocidade de cada ponto, em cada

~ instante, é a mesma. Entdo, qual das flechas (equipolentes) que ddo a ve-

~ locidade dos pontos do solido seria escolhida como sendo a velocidade

do solido num certo instante? Como nenhuma tem preferéncia, que tal

escolher fodas, ou melhor, o conjunto de todas elas para ser chamado velocidade do s6lido?

Aqui estd o germe da nog¢do de vetor. Nesse caso, tal conjunto seria o vetor velocidade do sblido,
no instante considerado.

Formalizagio do conceito de vetor
Primeiramente, a defini¢do de flecha. Flecha é, intuitivamente, um segmento no qual se
fixou uma orienta¢dio. E fixar uma orientag¢o é escolher um sentido. No caso da figura, o segmen-
to orientado representado tem orientagdo de A para B. Na verdade nfo
| / 8 precisamos da flecha toda para os nossos objetivos. Bastam os pontos A e
A B, e a ordem: primeiro A e depois B. Eis a defini¢3o:

Definigdo 1

Un, segmento orientado ¢ um par ordenado (A, B) de pontos do espago. A ¢ dito
origem, B extremidade do segmento orientado. Os segmentos orientados da forma (A, A) sdo ditos
nulos. Observe que se A # B, (A, B) é diferente de (B, A).
Definigdo 2

® Dizemos que os segmentos orientados (A, B) e (C, D) tém o mesmo comprimento se
os segmentos geométricos AB e CD tém o mesmo comprimento.

® Suponha (A, B) e (C, D) ndo nulos. Entdo dizemos que (A, B) e (C, D) tém mesma dire-
¢iose AB// cD(*) . Nesse caso dizemos que (A, B) e (C, D) sfo paralelos.

® Suponha que (A, B) e (C, D) tém mesma dire¢io.
a) Se as retas AB e CD sdo distintas, dizemos que (A, B) e (C, D) tém mesmo sentido
caso os segmentos AC e BD tenham interse¢do vazia. Caso ABNCD#*¢, dizemos que
(A.B) e (C,D) tém sentido contrario.

B B
-~ ~—
. -~ -
D
A { A
N
AN
N
AN
o
mesmo sentido sentido contrdrio

(*) AB// CDincluio caso em que as retas suportes coincidem.
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b) Se as retas AB e CD coincidem, tome (A', B') tal que A’ ndo pertenga i reta AB e
(A', B") tenha mesma dire¢do, e mesmo sentido que (A, B) (como em a)). Entdo dizemos que
(A, B) e (C,D) tém mesmo sentido se (A, B’) e (C, D) ttm mesmo sentido. Se ndo, dize-
mos que (A, B) e (C, D) tém sentido contrario.

B A\\
~ D ~
~ 1 ~ ]
D B A
C
C
. B B'

Al—m— — — A R
mesmo sentido sentido contrario
Verifique que (A, B) e (B, A) tém mesmo comprimento, mesma dire¢do e sentido contrario,
sendo A ¥ B.
Definigido 3
Os segmentos orientados (A, B) e (C, D) sio equipolentes, e indica-se (A, B) ~ (C, D),
se um dos casos seguintes ocorrer:

a) ambos s3o nulos;
b) nenhum € nulo, e tém mesmo comprimento, mesma diregdo e mesmo sentido.

Decorre da defini¢do que “equipolente a um segmento nulo, s6 outro segmento nulo”.

Proposi¢do 1: A relagdo de equipoléncia goza das seguintes propriedades:

a) (A’ B) ~ (Ar B) (reflexiva)
b) (A,B)~ (C,D) = (C,D)~(A,B) (simétrica).
¢) (A,B)~(C,D) e (C,D)~(EF) = (A, B)~ (E, F) (transitiva)(”

Omitimos a demonstragdo. No entanto, serd bom que vocé se convenga da validade das
asser¢oes.

Considere agora um segmento orientado (A, B) fixado. Chama-se classe de equipoléncia de (A, B)
ao conjunto de todos os segmentos orientados que s3o equipolentes a (A, B) (e portanto equipo-
lentes entre si, pela propriedade transitiva). O proprio (A, B) é um deles, pela propriedade reflexi-
va. (A, B) se diz um representante da classe. Note que se (C, D) pertence a classe de equipoléncia
de (A, B) entdo (A, B) pertence i classe de equipoléncia de (C, D) (devido  propriedade simétrica)

(*) Uma relagdo que goza das propriedades a), b) € c) se chama relagdo de equivaléncia.
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e na verdade essas duas classes coincidem, pois quem for equipolente a (C, D) o serd a (A, B) e
vice-versa (propriedade transitiva). Em outras palavras, qualquer segmento orientado pertencente
a uma classe de equipoléncia pode ser considerado seu representante, e cada segmento orientado
é representante de uma {nica classe de equipoléncia.

- Definicio 4

e Um vetor é uma classe de equipoléncia de segmentos orientados de E3. Se (A, B) ¢
um segmento orientado, o vetor correspondente (ou seja, 0 vetor cujo representante é (A, B))
serd indicado por AB. Usamse também letras latinas min@isculas encimadas por uma seta
(;, l—)), x etc.), ndo se fazendo desse modo referéncia ao representante. E claro que para citarmos
um vetor basta citar (ou desenhar) um qualquer de seus representantes, e pronto: o vetor estara
bem determinado. O conjunto de todos os vetores sera indicado por V3.

e Chamaremos vetor nulo 2o vetor cujo representante é um segmento orientado nulo. J4
comentamos que equipolente a um segmento nulo, s6 outro segmento nulo; segue-se que todos
os representantes do vetor nulo sfo segmentos com origem e extremidade coincidentes. Indica-se
o vetor nulo por f

e Os vetores X e ; ndo-nulos sao paralelos (indica-se X /! ;) se um representante
de X & paralelo a um representante de ; (e portanto a todos). Se x //y, x e ; tém
mesmo sentido (resp. sentido contrdrio) se um representante de X e um representante de ;')
térn mesmo sentido (resp. sentido contrario). Consideraremos o vetor nulo paralelo a quaiquer
vetor.

® Chamaremos norma (ou modulo, ou comprimento) de um vetor ao comprimento de qual-
quer um de seus representantes; indica-se a norma de X por IX 0. Se IxU= 1, dizemos
que o vetor X ¢ unitario.

Observacio

De um modo geral, conceitos geométricos como paralelismo, perpendicularismo, compri-
mento, angulos etc., envolvendo vetores, s3o definidos “pondo-se a culpa nos representantes’,
oomo foi feito acima. Veja por exemplo a Definigao 2 do Capitulo 6.

e O vetor BA ¢ chamado vetor oposto do vetor AB. AB e.BA so diferem no sen-
tido (se A # B), ja que seus representantes (A, B) e (B, A) tém mesma diregdo, mesmo
comprimento e sentido contrano O vetor oposto do vetor AB ¢ indicado também por -AB

o vetor oposto de um vetor X & indicado por -X

Um fato que estaremos usando sempre € que vocé podera intuir facilmente é o segumte dados
um ponto A € um vetor v existe um finico segmento orientado representante de v com
origem A (tente provar isso).

Finalizamos este pardgrafo com uma recomendagio: nunca use o termo ‘“vetores equipolentes”,
jd que a equipoléncia é uma relagdo entre segmentbs orientados e ndo entre vetores. Se os segmen-
tos orientados (A, B) e (C, D) sio equipolentes, entdo os vetores AB ¢ (,Tﬁ sdo fguais (isto é,
os segmentos orientados (A, B) e (C, D) pertencem 3 mesma classe de equipoléncia).



CAPITULO 2

ADICAO DE VETORES

Vamos definir em V> uma operagdo de adigdo, que a cada par de vetores U eV fard corres
ponder o vetor soma U +V. Para isso, procedemos do seguinte modo: consideramos um represen-
tante qualquer (A, B) do vetor U e representante do vetor v que tem origem B. Seja C a extremi-
dade deste Gltimo. Fica assim determinado o segmento orientado (A, C). Por deflmqao iy
vetor AC cujo representante é o segmento orientado (A, C), é o vetor soma de v com v

-~ -
utv > -
utv V
= g
u
Observacoes
. e . . - - " en
1. A defini¢go nos diz que para determinar o vetor soma u +v, basta “fechar o triangulo”,

tomando o cuidado de escolher a origem do segundo coincidindo com a extremidade do
primeiro (representante). Pode-se tambem adotar a “regra do paralelogramo”, que consiste

em tomar representantes de e v coma mesma origem A ((A, B) e (A, C) na figura
7
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T aolado) e construir o paralelogramoc ABCD. O segmento
———mnlll
D orientado (A, D) (diagonal que contém o ponto A) é um
-> >
s 8 representante do vetor u +v, ji que ela “fecha o triangulo”
A —> >
s > ABD e BD = v.
N N
c_ D
2. A escolha do repr_e)sentante (A, B) do vetor v ¢ arbitraria, mas isso ndo influi na deter-
—>
minag@o de u +v. De fato, se escolhermos outro representante (A’, B') para u e
conseqiientemente outro representante (B’, C') para V teremos (A B)~ (A, B),
(B',C")~ (B, C) e daf segue que (A, C) ~ (A, C) (convenga-se disso; por exemplo, na situa-
¢0 ilustrada na peniltima figura, os tridngulos ABC e A'B'C’ s3o congruentes — por qué?)
Sdo muito importantes as propriedades que enunciamos a seguir; elas constituem as pri-
meiras “regras” do calculo com vetores. Ndo faremos demonstragdes, mas as figuras seguintes
sdo elucidativas.
Al) PROPRIEDADE ASSOCIATIVA
-> - - - > 3> > 3
(utv)+tw=u+t(v+w), Vuv,wev
A2) PROPRIEDADE COMUTATIVA
> >
U+v=v+u Vu,vev? 7 utv
~
A3) ELEMENTO NEUTRO VT '
U+0 =u, Vuev?
(lembre-se que todo representante do vetor nulo tem origem e extremidade coincidentes).
Assim,
- = _— = —> ->
u+0 = AB+BB= AB = u.
A4) ELEMENTO OPOSTO

- -
Dado um vetor u qualquer, existe um vetor que somado a u d4 como resultado
> .. >
o vetor nulo: trata-se do vetor oposto de u, que se indica por — u.

- - — —> — -
ut(-u) = AB+BA = AA =0



Adig¢do de Vetores 9

Esta propnedade nos permite definir subtragao de vetores: u u-v ¢ por definigdo a

soma do vetor u com o vetor oposto do vetor V.
> - -> > 3
u—v=u+(-v) Vuvey

Observagio

Escolhidos os representantes (A,B) e (A,C) de ue ;;, e construido o paralelogramo
ABCD (ﬁgura) 0 vetor u -v tera como representante o segmento orientado (C, B), pois
CD = u DB = -v e CD +DB CB Assim, as diagonais do paralelogramo representam a

-> >
soma e a diferengaentre u ev.

Exercicio resolvido

Prove as “leis do cancelamento” da adi¢do:

<}
<}

'

®) =)

+

+
ISP £
¥

N
+
¢y
o
<y g}

+

<y =

Resolugio

Provaremos a primeira; a segunda se reduz 3 primeira devido & propriedade comutativa A2.

e e A -

Somando aos dois membros da igualdade u+v =u +w o vetor oposto do vetor u,

obtemos:
>, - > >, -> =
Cuw)+@+v)=(-u)+(u+w)

pela associativa (A1) temos

- > - > > -
(kutu)+v = (-utu)+w;

pela propriedade A4 resulta

e - -
0+v =0+w
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ou, pela comutativa,

-> o> -> o>
v+ =w+0;

’

e, finalmente, pela propriedade A3,

- ->
vV =w,

EXERCICIOS PROPOSTOS

1.  Prove que
-> = - - - o>
utv =w = u=w-v

-> o> ->

2. Dados representantes dos vetores u e v conforme a figura, ache um representante de x tal
que
> S > -
utv+x =0

-

+v +

-
7
’

3 Justlfrque a seguinte regra. Para calcu]ar X= u +V+ w "tome um representame (A B)
de u um representante (B, C) de v um representante (C, D) de w Entao x tem
como representante (A, D). (Intuitivamente falando, “fecha-se o poligono™.) Raciocinando
por indugfo finita, pode-se generalizar essa regra para n parcelas.

»
»
v

4.  Ache a soma dos vetores indicados na figura, nos casos:

(a) ()
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{CcuBOS)

(PARALELEPIPEDO}

(HEXAGONOS REGULARES)




CAPITULO 3

MULTIPLICAGCAO DE NUMERO REAL POR VETOR

. - -
Vamos definir uma operagdo “externa” em V3, que a cada nmero real « e a cada vetor v
-
associa um vetor indicado por a v tal que:

- > - -
® Sea=0o0uv=0,entdo av = 0 (por defini¢io)

- - -
® Sea ¥+ 0ev # 0, av é caracterizado por

- -
T a)av/lv
_> _> -~ 3 . .
b)av e v tém mesmo sentido se & > O e sentido contririo se @ < 0.
lavi= JalIv1 |
- ¢) lavl= Ja]lvl
I 1/2u )

(=

-20

Vejamos quais s@o as propriedades da multiplicagio de nimero por vetor; aqui, como nas

propriedades da adi¢do, omitiremos as demonstrages (isso n3o o isenta da obrigagdo de entender
e intuir as propriedades; faga figuras!).

-> > - - ' > >
Ml) a(u+v) =au +av, Va€ER, Vu,veVv?

(observe a semelhanga dos tridngulos da figura seguinte).
12
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(@>0)

M2) (@+B)V = av+8V, VaBER, VyveV?
M3) 1.V =v, Vvvev?

M4) a(BV) = @B)V = B(@V), Vo, BER, VyEV®
Observag:égs

1. As quatro propriedades da adi¢do e as quatro propriedades da multiplicagdo de ntimero por
vetor conferem a V2 o que se chama uma estrutura de “espago vetorial”. O nome “espago
vetorial” se inspira, naturalmente, nos vetores, e pode ser entendido como “espago cujo com-
portamento algébrico é idéntico ao do espago V7, ou seja, espago onde valem as propriedades
Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3, M4. Os espagos vetoriais sfo estudados na Algebra Linear.

2. E comum usar-se o termo escalar para designar niimero real, em contraposigo a vetor. A opera-
¢do definida neste pardgrafo €, pois, a multiplicacao de vetor por escalar (no confunda com
produto escalar, que serd definido mais adiante).

3. Como as oito propriedades Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3, M4 s3o vdlidas também para a adi¢do
e para a multiplicagdo de niimeros reais, o cilculo com vetores (pelo menos no que tange as
duas operagSes definidas até agora) segue os mesmos principios — as mesmas regras — que o

- o> o
cdleulo algébrico elementar. Por exemplo, somando aos dois membros da igualdadea +b=¢
o vetor oposto do vetor_a’, e aplicando as propriedades Al, A4, A2, e A3, chegamos a

- - -
-b=c-a

Logo, vale para os vetores a conhecida regra “pode-se transpor um termo de um membro para

outro de uma igualdade, desde que se lhe troque o sinal™.

—;

1 -

4. Se a€R e v € V3, ooma=#0——s1gmﬁc =V
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EXERCICIOS RESOLVIDOS
1.  Prove as Regras de Sinais:
a) (~a)V = - (@V), V a€R V veEV?
b)a(-v) = - (@v), V a€R, V veVv?
) (-a)(-v) = av, V a€ER, V vev?
Resolugao
- -
a) Devemos provar que (-a)v ¢ o vetor oposto do vetor av; para isso, pela defini¢do de
-
vetor oposto, é suficiente mostrar que a soma (-a)v + a7 ¢ o vetor nulo. Vejamos:
-> > M2 - - def. »
ce)v+tav = (-ata)v = 0v = 0 como queriamos.
- - - - -
b)  Devemos mostrar que a(-v) + a v = 0 para concluir que a(-v) € o oposto de av.
Mas: '
- - Ml -> - - def. »
a(-v)+tav = a(-v+v)=a0 =0
¢)  Usaremos as partes a)eb):
> a) - _ b > >
) (-v) =-[a(-v)] = -[-(@Vv)] = av -
(explique vocé mesmo a Gltima passagem; lembre-se da defini¢do de vetor oposto).
2. Prove que se ayv = BV ese 7#6, entio a = f.
Resolugio
def.
- - - -> > -
av =fv = av-fv=0 = av+(-(37))=3

O]

- - > M2 - -
= av+(-f)v =0 = (a-fv =0

Como por hipétese vV # 0. temos (exercicio 1 adiante) que a — f = 0 ou seja a= .

™

Exercicio Resolvido 1a).
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EXERCICIOS PROPOSTOS

- -
3. Proveque (-1)v=-v.

> > >
V=Y V.

4. Prove que 2 +

> > - -
5. Se (A,B) é um representante de u # 0, e (C,D) um representante de v ¥ 0, prove
que:

-> -
AB// CD <= existe AER talque u = Av.
(Este resultado ¢ importantissimo e serd muito util; trata-se de uma ‘“‘tradu¢do” algébrica

- -
muito simples, u =.Av, de um fato geométrico muito importante, o paralelismo. E exa-
tamente isto que se pretende na Geometria Analitica.)

- - - - -
6.  Reselva a equagdo naincognita x: 2x - 3u = 10(x + V)

- -
7.  Resolva o sistema nas incognitas X ey :

- - ->
x + 2y u
- - -> -
3x - y = 2u+v
-
. g v PP >
8. Seja v ¥ 0. Mostre que ﬁ ¢ um vetor unitario (chamado versor de v).
v



CAPITULO 4

SOMA DE PONTO COM VETOR

) .« » ' —>
Como ja comentamos no final do Capitulo 1, dados um ponto P e um vetor v, existe
- . -
um Gnico segmento orientado (P, Q) representante de v. Isso nos permite definir uma ope-
-
ragio que a cada ponto PEE’ e a cada vetor v € V* associa um Gnico ponto Q de E?,’ indi-

cado por P+7, e chamado soma de P com ;) Assim, Q
- -> —>
VPEE, VVEV?:P+v=Q < PJ=V " (1)
f—
donde P+PQ =0Q
P

-> -
Usaremos a notagdo P- v para indicar a soma do ponto P com o vetor oposto do vetor v:
- -
P-v=P+(-v)
>
Intuitivamente, podemos encarar P+ v como o resultado de uma translagio do ponto P, trans-

>
lagdo essa detetminada pelo vetor v.

Vejamos algumas propriedades dessa operagio:
Pl. P+0=P VPEE?

E uma conseqiiéncia imediata da definigdo, pois PP = 0 =P+0="P

> -
u

P2. P+u=P+y = v

16



Soma de Ponto com Vetor 17

- - — - — -
De fatO' seja Q = P+ u = P+ v. Entdo, da defini¢do decorre que PQ = u e PQ = v.
Logo u = v Note que esta propriedade permite um “cancelamento” de P na igualdade
P+ u =P+ v

P3. (P+u)+v=P+(u+v) Vu,veV® VPcE?

Demonstragao
- - =
Sejam (veja a figura ao lado) A = P+ U eB= A +v (logo, =(P+ u)+ v). Entio, da
— >
A deﬁmgao decorre que PA = u e AB =v. Somando, temos
— —> e
PA +AB —u +v e como PA + AB =PB, vem PB=u +v.
5 a Novamente pela definicdo de soma de ponto com vetor, conclui-

mos que B=P+ (ﬁ’ +7) e que portanto (P+K) +7=P+(1_1>+7).

-
P4, A+v=B+v = A=B

(Agora se trata de um “cancelamento” de 7). De fato, Aty = B+7 = (A +7) -V =
- > P3 = > -> = - - P
(B+v)-v =>A+(V-V)-—B<f'(V’-V) =>A+0=B+0 = A=B.

P5. (P-v)+v="P
Decorre diretamente de P3 e de P1:
-> - - - P3 > - - P1
(P-v)+v=[P+(-v)]+v = P+[-v+v]=P+0 =P

Observagio

Se o segmento orientado (A, B) é um representante do vetor )_:, € usual representar esse vetor
por AB, ou também por B- A. Esta ltima é chamada notagfo de Grassmann (ndo se trata, a
rigor, de spbtrair pontos, mas sim de uma notagdo sugestiva: j4 que o ponto B é a soma do
ponto A com o vetor X (pois AB = )_()), ovetor x seriaa “diferen¢a” entre Be A).

EXERCICIOS RESOLVIDOS

—

—_— —
1. Mostreque AB ~ AC = CB

Resolugao
—

Lembrando que por defini¢do de adigdo de vetores CA + AB =CB A
—> —> .
eque CA = -AC obtemos o resultado A a B8
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b M Ogura. M. N. P sdo pontos méleS de AB, BC ¢ CA respectlva.mente Exprima
D &\ CM emfung:aode AB e AC
_ C
Resolacio
P N
— — —
e BP = AP +B A ——— 8
M
—
Precisamos fazer aparecer AC. Ai usamos o fato de P ser ponto médio:
2AF = AC
Entdo, levando na primeira relagdo acima, vem:
— ] —» — -
B =_2' C -AB N (a)
—
¢ Quanto a AN
—_ — —>
AN =BN + AB
—_— = — —>
2BN =BC = AC +B
AN =2 (AC +BA)+AB = AC -1 B +AF
— 1. -— 1] —
* AN == AC +— AB ®
2
e Pica a seu cargo provar que
—_— 1
M =-AC + t AB )

umade (a) e umade (7).

Na figura ao lado, damos uma ilustraggo de (). Faga vocé
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Observagdes
(a) Eis um outro modo de resolver o problema:
Parta de 2A_P’ =aC e faga aparecer B: 2(B_P» + A?) =aC
—> —_—  — _— ] - —
Dai 2BP + 2AB = AC . BP = AC - AB
(b) Nio va concluir de () que a medida de AN & a semi-soma das medidas de AB e

. . - 1, — 1, —
AC! Sendo A, B, C vértices de um tridngulo, vale | AN Il < 5 I ABI + > fAC |
(por qué?)

(¢) Verifique que (a), (f) e (y) valem, mesmo que A, B e C sejam colineares.

3. Nafigura, a medida de AX ¢ metade da medida de XB. Exprima CX em funcio de CA
—_—
e CB. :

Resolugio A ——p 8

— —_ —
XB (Cuidado: AX e XB tém o mesmo sentido! E comum

L
_ 2
29membros tém sentido contririo.) Fazendo “aparecer” C resulta:

L

2
—_—

enganar-se escrevendo por exemplo AX =

—
Podemos escrever AX =

—_—
BX, o que estd errado, pois os vetores do 10¢

c—x’-c_K=%('cT3’-E>’(’)



20 Geometria Analitica: um tratamento vetorial

4,  Prove que as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo ponto médio.

Resolugao
esolu¢i 0

Considere o paralelogramo ABCD, de diagonais
AC e DB. Seja M o ponto médio de AC. Vamos pro-
var que M € também ponto médio de BD. Ora,
W=B_C)+(T4>=A—D)+m=ﬁ_l)>.l_.ogo,Méponto A
médio de BD.

B
5. Prove que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo € paralelo ao

terceiro lado e tem por medida a metade da medida deste lado.

Resolugio

Seja o tridngulo ABC, e sejam M e N os pontos médios de AC e BC, respectivamente.

A afirmagdo feita equivale a seguinte relagdo: MN = % AB (por qué?) a qual passaremos

a provar.
—> —
Podemos escrever 2MC = A
. — —
2CN =CB

Somando membro a membro, resulta 2(MC + CN) = AC + CB
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6. Prove que se os pontos médios dos lados de um quadrilitero s@ao vértices de um segundo
quadrildtero, este é um paralelogramo.

Resolugio

Seja ABCD o quadrilitero, e, M, N, P, Q os qua-
tro pontos médios de seus lados. Para provarmos a asser-
— — .
¢do, basta provarmos que MN = PQ (pois se um
quadrilatero tem dois lados opostos paralelos e con-
gruentes, ele é um paralelogramo).

.. . . —— 1 —
Pelp exercicio anterior, considerando o A ADC, podemos escrever MN =7 AC. Do

. - ] -—
mesmo modo, considerando o A ACB, PQ =5 AC. Dessas duas expressdes resulta

— —_— ,
MN = PQ, como queriamos.

7.  Prove que num tridngulo as retas suportes de duas medianas se encontram num anico
ponto.

Resolugio

Com a notagdo do Exercicio Resolvido, 2, vamos provar a afirmag¢do provando que ANe
J—
BP ndo sdo paralelos. Se fossem, haveria A€ R tal que BP = A AN,

Usando as expressdes (a) e (f) do Exercicio Resolvido n® 2 vem

—

1 — —»__l-—» _)l.
2AC—AB—2AC+2AB

donde

1-X — AL

—2—AC =(1+ > ) AB

1. _ 2 .
Nio pode suceder A = 1, sendo seria (1 +—2-)AB = Q, logo B= A. Entdo A# 1,e dai
N .

1+
—— —— —  —
AC T AB; logo AC e AB seriam paralelos, o que é absurdo.

2
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> > >

— - —
= AF  =xprima AG,EC,HB,DF em fungdode u,v,w.

.

)

i Na figura se representa um paralelepipedo ABCDEFGH. Sendo
— — —
T

H

E .'Illw”;/”y/[;il"
"'/_/,////Il 450/ 20egp S5 0TNR
9
%
&
A U B
Resolugio

® AG=CG+BC+AB=w +V +3
. A*>=ﬁ>+7+v_v>

(interpreta¢do: em termos vetoriais, “a diagonal de um paralelepipedo é a soma de suas

arestas”).

— —_— = == > 5> >
e EC = BC+AB+EA=v+u-w
—_—r ——= /5 = > >
e HB= AB+DA+HD =u-~v-w

Da mesma forma chega-se a —

- 2> -
e DF=u-v+w
~
EXERCICIOS PROPOSTOS

— — — —
1. Dados quatro pontos A, B, C ¢ X tais que AX =mXB, exprima CX em fungio de CA
—_—
e CB (e m).
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Wk’

v —g
Sugestdo. Narelagdio AX =mXB faga aparecer C
em ambos os membros. X

E dado um trisngulo ABC e os pontos X, Y, Z tais que AX =mXB BY =nYC
— — _— —
CZ =pZA. Exprima CX,AY,ﬁ em fungdo de CA ¢CB (e m,n, p).

Num tridngulo ABC é dado X sobre AB tal que § AX |l = 2 I XB I eédado Y sobre BC
—_— [E—
talque IBY I = 3 #'YC Il. Mostre que as retas CX e AY se cortam.

Sugestao Use o exercicio anterior, achando qual deve ser m e qual deve ser n. Suponha
CX = AAY ¢ chegue a um absurdo.

Num tridngulo ABC, se]am X a interse¢do do lado AB com a bissetriz interna do angulo
ACB e, supondo |l CAlI+ITB I, Y a intersegdo da reta AB com uma das bissetrizes
externas do dngulo ACB( ),

CA CB CA CB —
a) Osvetores ——5~ + “—=— ¢ ——=_ — ——— sd0 respectivamente paralelos a CX
ICALE NCBI 1ICAl 1CBI

—
e CY. Dé uma explicagdo geométrica para isso. No Capitulo 8 (Exercicio 3) vocé

dard uma prova analitica.

— = € = .
TAXT  1BXHI  HAYI IBYH ~

N 1Al 1TEr ISR 1ER
@ Prove que ——5 ICBY HICAll' ICBI

) Exprimae—)-(’,C_YiXeY P
em fungdo de A,C_A' e CB. _ 7 -
Y e -

5. Sendo CX a alf altura do AABC relativa ao véruce

C, exprima CX e X em fungdo de A, CA e CB <
Sugestao SeA e B ndo sao retos, vale l\
= | AX Il tg A = | BX I tg ] B. Conclua dai que In
(tg A) AX = (tg B) XB quer AeB sejam agudos, ‘
A ol B
quer um deles seja obtuso. X

- ->
(*) Existe Y se lcall= llcBl.
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6. Prove que as medianas de um tridngulo se encontram num mesmo ponto, que divide cada
uma na razo 2:1 a partir do vértice correspondente.

Sugestio: Usando o Exercicio Resolvido n® 7: seja G o ponto comum as retas AN

e BP, ¢ H o ponto comum as retas AN e CM. Existem A, g, a e f tais que
—_ — — -—

G=A+ AAN=B+ uBP e H=C+aCM = A+ §AN. Calcule A, u, a e f.

7. Prove que as alturas de um tridngulo se encontram num mesmo ponto. Idem para as bisse-
trizes internas.

8. Demonstre que o segmento que une 0s pontos médios dos lados ndo-paralelos de um
trapézio é paralelo as bases, e sua medida é a semi-soma das medidas das bases. (Atengdo:

-

P . —_— 1 = — .
ndo é suficiente provar que MN = L) (AB + DC), mas isso ajuda bastante,)

D, < C

M ‘ N

VA A\,

9. Demonstre que 0 segmento que une os pontos médios das diagonais de um trapézio é
paralelo as bases, e sua medida é a semi-diferenga das medidas das bases. (Aten¢io: ndo

— 1 — —
€ suficiente provar que MN = > (AB - DC), mas isso ajuda bastante.)

0 c
~_
i N

A ‘ B

.
10. Num triangulo ABC, sejam M, N, P, os pontos médios dos lados AB,BC e AC, respecti-
vamente. Mostre que

_ — —— -
AN + BP + CM = 0.
Sugestio: Exercicio Resolvido n© 2.

11. Dado um triangulo qualquer, mostre que existe outro com lados paralelos e congruentes as
medianas do primeiro.
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»

12.

13.

14.
15.

16.

17.

19..

- —_—
Sugestio: Igme um ponto O qualquer e considere os pontos X =0+ m , Y=X+BP
e Z=Y+CM. Mostreque Z=0 eque 0,X,Y ndo sio colineares.

Sendo ABCDEF um hexigono regular de centro O, prove que
AB + AC+ AD + AE + AF = 6A0.
Se]a OABC um tetraedro, X o ponto da reta BC definido por BX = mBC. Exprima
0X ¢ AX em fungdo de OA OB ocC.
Seja OABC um tetraedro, X o ponto de encontro das medianas do tridngulo ABC (bari-

—_— —_— s —
centro). Exprima OX em termosde OA, OB, OC.

Sejam A, B,C,D pontos qualsquer M o ponto medlo de AC e N o de BD. Exprima
5
x em fungdo de MN sendo X = AB + AD + CB + CD.

Seja ABCD um quadrilitero, ¢ O um ponto qualquer. Seja P o ponto médio do seg-

- mento que une os pontos médios das diagonais AC e BD. Prove que

0+-—(0A+OB+OC + OD)

—_— > —

—_— = —

Dados 0O, A B, C, ache G tal que-GA +GB + GC = 0 em fun¢ao de O,

=
B, ¢ = OC.

Sejam A, Be C trés pontos quaisquer, A # B. Prove que:

— — P — ‘
X éum pontodareta AB«= CX = aCA + 8CB, com a+f = 1. i

Sugestdo: Exercicio 1.

Nas condi¢Bes do Exercicio 18, prove que:

X ¢ um ponto do segmento AB CX-aCA+ﬁCB com a0, =

a+f =
N

Sejam A,BeC vértice_s_ge um _Hiﬁngul_o). Prove que: X ¢ um ponto interior ao tridngulo
ABC se e somente se CX=aCA+8CB, com a>0, >0, ¢ a+8<1 (um ponto é
interior a um tridngulo se for interior a alguma ceviana dele).
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21. Na figura, a distincia de M a A é o dobro da c
distinciade M a B, ¢ a medidade AN éa
terga parte da medida de CN. Exprima X em

—
fungiode A, AB e AC.

A B

22. Considere o tridngulo ABC, e sejam 61—%’=_u», (-53’= 7

, € W= u-2v. Calcule a real
—
para que o ponto X =C +aw pertenga areta AB.



CAPITULO §

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

Um conceito fundamental para tudo o que vird a seguir é o de dependéncia linear de vetores.
Veremos em primeiro lugar a conceituagdo geométrica, para em seguida caracteriza-la algebrica-
mente.

Inicialmente, fixemos a seguinte linguagem: um vetor 1_; diz-se paralelo a uma reta r (a um
plano =) se existir um representante (A, B) de U tal que o segmento AB esteja contido em r
(em 7). Em particular, o vetor nulo é paralelo a qualquer reta e a qualquer plano. E clara que
dois vetores paralelos a uma mesma reta sio paralelos; mas cuidado: dois vetores paralelos a um
mesmo plano podem nio ser paralelos!

A conceituagdo geométrica da dependéncia linear serd feita por etapas, conforme a quanti-
dade de vetores envolvidos.

Definigio 1

I — Uma seqiiéncia (7) de um tnico vetor v € V? ¢ linearmente dependente (LD) se
- > - > T
v=0. Sev# 6, a seqiiéncia (v) é linearmente independente (LI).

- - - >

II — Uma seqiiéncia (u,v) de vetores de V> ¢ linearmente dependente (LD) se u e v
-

530 paralelos a uma mesma reta. Caso contrario, (u,v) é linearmente independente (LI).

IIT — Uma seqiiéncia (1_;,7, v?) de vetoresde V> ¢ linearmente dependente (LD) se 1_;, 7, w
forem paralelos a um mesmo plaho. Caso contrario, (1_;, 7, v? ) é linearmente indepen=~
dente (LI). ‘ -

27
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IV — Qualquer seqiiéncia de vetores com quatro ou mais elementos é linearmente dependente
(LD) por definigdo.

Ob -

1.  Conforme ficou bem explicito na definicdo, dependéncia e independéncia linear sdo
qualidades inerentes a segiéncia de vetores, e ndo- aos proprios vetores. Apesar disso, é
comum dizer-se: “os vetores K e 7 sio LI, ou “os vetores 1_1), 7 e \;) sio LD”. E claro
que o significado é: “o par ordenado (u_>, 7) ¢ LI”, ou, respectivamente, “a tripla orde-
nada (3,7, w ) € LD”. Evite, portanto, o seguinte erro de raciocinio: se o vetor u 6Ll
e o vetor v 6 LI, entdo os vetores U eV sioLL Isso nem sempre é verdade, como por
exemglo no caso da figura, on_d)e (G)) é_)L_I),
pois u#0, (v) é LI, pois v+#0, mas (u,v)
é LD (por qué?)

v
(t/] 9

2 Se uma seqiiéncia (71 , 72, Vn) € LD [LI], qualquer permutagdo dessa seqii€ncia também é
LD [LI].

Se um dos vetores da seqiiéncia é nulo, essa seqiiéncia é LD. Verifique vocé mesmo.

(Y]

CARACTERIZACAO ALGEBRICA DA DEPENDENCIA E DA INDEPENDENCIA LINEAR

Definicio 2

-> > ->
. 3 , .
Sejam vy, vy, .. Vg vetgres_)de V' (n>1) e a, o, ..., a, nimeros reais. Chama-se
- —~ . > s e
o macdo linear dos vetores v,, vy, ... vy (com coeficientes ay, as, ... a,) ao vetor

- -> -> -
u=a;vyta,v, t+ .. ta v

n'n
- e . > > - } . ) >
Se v : comglnaqao linear dos vetores v,, vy, ... v, diz-se também que u é gerado pelos
vetores .. . v,
. -> -> -> . .
Observz agora que o vetor nulo ¢ gerado por v,, v,, ... v, qQuaisquer que sejam estes veto-
res. De fat>. sempre € possivel escolher oy = a = ... = a = 0, e teremos

- -> - ->
0=0v+0v,+...+0v

; )
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Ora, dird vocé, assim nfo tem graga! E claro que escolhendo todos os coeficientes iguais a zero,
a combinagdo linear resultard no vetor nulo! Concordo. Serd que haveria, porém, outra combina-
¢do linear de ‘_')1: 72, ;/)n (isto é, em que os coeficientes NAO sejam todos nulos) que seja
também igual a 07 Conforme veremos mais adiante (Proposigdo 2), isso depende exclusivamente
de ser LI ou LD a seqiiéncia (7,,72,...,7,1).

Antes, veremos uma primeira relagdo entre dependéncia linear e combinag¢Ges lineares.

Proposigao 1

- - -
Uma seqiiéncia (vy, v, ..., v;) (n > 2) € LD se e somente se algum vetor da seqiiéncia
for gerado pelos demais.

Demonstragao
Analisaremos separadamente cada um dos casos (II), (III) e (IV) da Definigdo 1.

Caso (II)  a) Suponhamos (1_;, 7) LD. Se um dos dois vetores é hulo, ele ¢ gerado pelo outro;

- —> b d —>
suponhamos entdo u # 0 e v # 0. Da hipbtese, concluimos que existem representantes
IIv I

||u I

Se uev tém mesmo sentido, temos v=au e se tém sentndo contrério, v = (-a)u Logo
Vé gerado por u( ). Compare com o Exercicio 5 do Capitulo 3.

(A,B) de v e (A, C) de v taisque A,B e C sdo colineares, A# B ¢ A+# C. Seja a=

b) Reciprocamente, suponha que V=aue que nenhum dos dois vetores ¢ nulo (caso
em que ndo haveria nada a demonstrar). Seja (A, B) um representante de u. Da defini¢do de
muitiplicagdo de vetor por escalar, concluimos que o representante de v com origem A tem sua
extremidade C na reta que passa por A e B. Logo, A, B e C sdocolineares e isso quer dizer que
(u,v) ¢ LD.

Caso (III} a) Suponhamos (g v w) LD. ‘Se o par (u v) E)r LD teremos pelo que Jé foi pro-
vado (caso (II)) que U =av (ou V= ﬁu) Nesse cas_o) u = av +0w (ou V= ﬁu+ 0w)
e estd demonstrada a afirmagdo. Se, por outro lado;, (u,v) é LI, fazemos a seguinte construqao
' geométrica; tomamos um ponto P € E? eos representa_r:tes (P,A), (P,B) e (P,C)de u Ve w

respectivamente; P, B ¢ A ndo sio colineares, pois (u,v) é LI Pelo ponto C tomamos retas
paralelas a PB e PA, determmando assim os pontos
M e N (figura). Entdo, (u PM_)_)é LD e pelo que jd
foi provado (caso II) temos PM = au Da mesma
forma, PN ﬁ v. Notando agora que w=PM+ PN
temos w= au>+5v . Observe que Os aigum_e’ntos
acima valem também para os casos em que w // u ou

_> nd . . «
w // v; apenas a figura seria diferente. Pense nisso.

- > - - ., =, - L, =, -> R
(*) Notequenocaso u #0 e v # 0 niosé u €gerado por v, mastambém v € gerado por u, pois
nd -
u v

Q-

- -
« # 0 eportantode v =Qau segue
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i - -> 5> - - -
b) Reciprocamente, suponha que w, por exemplo, é gerado poru e v, w =au +fv, e

yoe nenhum dos trés vetores é nulo (pois nesse caso ndo hi o que demonﬁtrar). Sejam (P, A),
P,B) e (P,C) representantes de :, Ve v_s" , respectivamente. Se P, A e B s3o colineares, € claro
que os quatro pontos estio num mesmo plano e portanto (3, 7, w ) é LD. Se, ao contridrio,
P, A ¢ B determinam um plano, sendo PM = au e PN = 67 (veja a figura) temos que M
pertence 3 reta PA, N pertence a reta PB, e portanto o parale-
logramo PMCN estd contido no plano determinado por P, A e B.
Concluimos que os pontos P, A, Be C sfo coplanares e portanto

- > >

(u,v,w) é LD.

C_‘a;so _(! V) Ngfte caso, precisamos provar apenas que se n >4, entdo um dos vetores da seqiiéncia
(vV1, V2, w., V) 6 gerado _pelos demais (a reciproca ¢ automaticamente verdadeira, pois para
n=4a sgqiié_r»wia ¢ LD por defini¢do). Se (7, , 72 ,73) ¢ LD, entdo, pelo que jd vimos, um deles
(por exemplo, v;) é gerado pelos outros dois:

- - -
V) = apV, + a,yv;.

Segue-se que

-

-> - - -
V] = a,vy t oz,v3+0v4+...+0vn

-, e - = > -
e portanto v; ¢é gerado pelos vetores v,, vs, ..., v,. Suponhamos agora que (v, v,, v3) é LI
e fagamos a seguinte construgdo geométrica: sejam (P, A), (P,B), (P,C) e (P,D) respectiva-
- o> -
mente representantes de v,, vz, v3 e v4. Pelo ponto D, tomamos uma reta paralela a PC,/que
encontra o plano PAB no ponto M (por que essa reta nio pode ser paralela ao plano PAB?).
/ Pelo ponto M, tomamos retas paralelas a PA e PB, de-
terminando assim os pontos N e Q (ver figura). Final-
mente, pelo ponto D tomamos um plano paralelo
ao plano PAB, que intercepta a reta PC num ponto
R (por que esse plano nfo pode ser paralelo a PC?).
- —_— = >
E claro que PN + PQ + PR = v,.
Por outro lado
(ﬁ’,F—N))é LD ”W= alﬁ= 0171
—-— ——> — — -
(PB,PQ)¢é LD = PQ = a,PB = o,y
—-_— —> -— — -
(PC,PR)é LD = PR = a3PC = a3v;
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-> -> -> -> -> - - -> ->
Logo Vo= a vy tayv, Y aavy e portanto, vq = oy vy vy taavy +0vg + L+ Ovn, isto ¢,

v4 ¢é gerado pelos demais vetores da seqiiéncia. Note que os argumentos acima valem também
para os casos em que D pertence a uma das retas PA, PB, PC, ou a um dos planos PAB, PAC,
PBC. Pense nisso e faga novas figuras. Fica assim demonstrada a Proposi¢io 1.

.. -> > X - - . -> ->
Corolirio 1 (u, v) é LD «= existe « real tal que u = av ou existe § realtal v= fu.

Além disso, se 1_; e7 sdo diferentes de 6, existem ambos, a# 0, §#0,e a = % .

Corolario 2 Se (u, v ) é LI e ( u, v W ) ¢ LD, entdo w Wé combinag¢do linear deue v, isto é, existem
escalares « e B tais que w=au+ ﬁ v (é o que foi demonstrado no Caso (III)). Na realidade,
como se verd nos exercicios resolvidos, existe um unico par de coeficientes a e § nessas
condigdes.

Colorério 3 Se (IT,;: Vv)) € LI, entfo todo vetor XEV3 , é gerado por K?e w. Isso quer dizer que
para todo )_()EV:", existem a, 8, ¥ €RR tais que

- - - -
X=aut+fv+yw

(veremos logo mais, nos Exercicios Resolvidos, que essa tripla ordenada (a, 8, y) de escalares é
determinada de modo Gnico).

A proposic¢do seguinte responde 3 pergunta a respexto de ser ou ndo ser possivel obter o vetor
-
nulo como combinagdo linear dos vetores vl, v2, vy V.

”
» sem lan¢ar mdo do “golpe baixo™ de
tomar todos os escalares iguais a zero.

Proposicio 2 Uma seqiiéncia (71 , 72, n) de vetores de V3 ¢LD se e somente se emstlrem
escalares @, a2, ..., @, NAO TODOS NULOS tais que alvl + a2v2 t.ta v 0 Ou
seja, se € somente se a equagdo xlvl + x2v2 +tx, v = 0 nas incognitas X;, Xs, .., X
admite solu¢do ndo-trivial.

n

Exemplos
—
1) Seja ¥ um vetor qualquer; a seqiiéncia (_v), 3 )é€LD, pois 1. V+1.(v) =0 (os
escalares ndo sdo todos nulos).

== - -> - - - -> >
2) Aseqiéncia (u,v,2u -3v)éLD,pois(-2)u+3v+1.(2u-3v)=0

3) Com o auxilio da Proposi¢do 2, é bem fécil ver que qualquer sequéncia na qual com-
parega o vetor nulo é LD. De fato, basta escother coeficiente ndo nulo para o vetor
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- o> -
nulo e coeficientes nulos para os demais; para a seqiiéncia (0, v, .., v,), por
exemplo, temos:

> e - >
1. 0+0.v; +...+0.vy=0

—-> o> -
e portanto (0, vy, ..., vn) ¢ LD.

Demonstracio da Proposicio 2
O caso n = 1 fica como exercicio. Demonstremos paran 2.

a)  Suponhamos que (71, s Vn) seja LD. Nesse caso, pela Proposi¢io 1, algum dos
;';,1 < j < n, égerado pelos demais:
- - -

_ e e
Vi T v ..+ o %1 +01j+1vj+1 to.tav,

e dai vem que (passando ;: para o 29 membro)

> - - - -> > -
a, v, +...+01j_1vj_1 -1. Vj+°‘j+1"'j+1 to.toyv =0

0 que mostra que existem escalares nio todos nulos nas condigdes do enunciado (basta
tomar o =-1).

- - -> -
b)  Reciprocamente, suponhamos que a;v; +..+ta;v: + .. +a_v_ = 0, com a # 0. Pode-

1) nn
mos dai concluir que:

. o, o
- a; > a_1—> J+1_’ n 2>
. H e it L A
Yi o " o Yi-1 o i+l a, 'nm

—> . I
ou seja, que Yi ¢ combinag¢do linear dos demais vetores da seqiiéncia. Isso, pela Proposi¢do 1,

—~ ->
garante que (vy, ..., vn) é LD.

Observacoes

1. Uma forma equivalente de enunciar a Proposigdo 2 é:

- - e A - —> - ’ ind ’ -
Proposicao 3 “Uma seqiiéncia (vq, va, ... vn) de vetores V> ¢ LI se e somente se a equagio
- - >

-

X3V + X%, + .. +x v = 0 nasincégnitas X,, X,, ..., x_. SO admite a solugio trivial,
) . ‘. L “n'n N > n

istoé, ayvitaxvy tta v =0 = gy=a= . a=0"

A implicag3o significa que ¢ impossivel obter o vetor nulo como combinag¢do linear de

> > - . ~ " >
(vy, V2, ..., Vy) 3 n¥o ser daquela maneira que vocé achou “sem graga™, escolhendo todos
os coeficientes nulos.
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2. Tome cuidado, pois neste ponto é muito ficil errar: na verificacio de que uma seqiiéncia
(7, R 72, vees ;':Q» ¢ LI, ndo se trata de saber se é possivel obter o vetor nulo como combinagio
linear de 7, y V2o ey ;:1 (pois sempre é possivel; na pior das hipoteses, escolhemos os escalares
nulos). Tampouco se trata de saber se os coeficientes a;, a3, ..., @, podem ser ou sdo nulos
(é claro que podem). Trata-se, isto sim, de verificar se é obrigatério apelar para coeficientes

nulos para que a combinagdo linear resulte no vetor nulo. Se vocé entendeu, responda a esta

pergunta:

X - > - 3 . - - - —>
Sejam vy, V,, ..., v, vetoresde V° e a;, ay, ..., a, escalarestaisque a, v, + a,v, : _4; o vy _=, 0.
Sabendo que a; = a; = ... = = 0, o que se pode afirmar da seqiiéncia (v, v,, ..., V )

E LIou LD? Vejaa resposta no flm deste parigrafo, apos os exercicios resolvidos.

UFPE CCEN
M L‘I
BIBLIUTL.’JA

~

EXERCICIOS RESOLVIDOS

> > -
1. Seja (vi, vy, vp) LI (1 € n < 3). Prove que

- - - - - >
oV +¢12V2 + ... +anvn= 61"1 +62V2 +...+6nvn

s6valese ay = By, @ = fBs,..., a7 =,

(essa ¢ a unicidade citada nos Corolérios 2 e 3 da Proposigio 1).

Resolugio

Por hip6tese, sabemos que
—-> - - -> - -
v +a2V2+...+anVn= Blvl +62V2 +...+ann

Dai segue que

> - - - + (—)>
alvl-ﬁlvl +Q2V2-62V2+". an n-ann—
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€ portanto
- -> - -
(@) - Vit (z-B)vot ot (o, -B)v, =0

i - , . .
e como (Vy,Va, ..., V) € LI, concluimos pela Proposi¢do 3 que

I-Bl= 03 a2-62= 0’ '-';an‘Bn= 0:

donde
l=ﬁl’ a2=621 oo al‘l:ﬁn.
- >
Prove a rec1proca da proprledade do exer01c1o anterior: se (vy, V3, .., vn) é tal que
ozlv1 + a2v3>+ + a, v [)',vl + Bsz +[>'nvn sovalese oy =B, ay = f,,...,ap = §,
entdo (vy, Vvy,. n)
Resolugio

- -> -> -> _
Sabemos que 0 = 0V1_‘t Ov, +..+0v,. Entdo, se a;, a3, ..., &, s30 escalares

i -> > ->
taisque a;v; oo ..t o vy = 0
segue-se que

- - -> -> -> -
vty t..tav =0v+0v,+...+0v,

nn

Mas por hipétese, essa igualdade s6 vale se «; =-0, a, = 0, ..., a, = 0 (troque os “B;”
por O na hip6tese).

> - -
Ent3o, gragas a Proposigdo 3, concluimos que (vq,V,, ..., v,) é LL

Observacao

Os exercicios | e 2 acima mostram que vocé s6 podera “identificar os coeficientes” (algo se-
melhante ao Principio de Identidade de Polindmios) quando os vetores envolvidos forem LI

- -5 > 5> > - > >
Exemplo: se u=2v+w,temseu+v+w=0u+3v+2w,

- = _ - 5> 5> > , .
Prove que se (u,v) é LI, entdo (u + v, u - v) também é LL
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Resolugio
Sejam a e f escalares tais que
a@+V) + B -V) =0 @

Devemos demonstrar que a e sio obrigatoriamente nulos.

Aplicando as propriedades da adi¢io e da multiplicagdo por escalar, obtemos de
- - > -> > - > = ‘
() autav+fu-fv=20, donde (a+f)u+(a~pf)v=10. Mas, por hipotese,
-
(K, v) é LI; logo, a igualdade acima s6 é possivelse a+ =0 e a-f= 0.

Como a Gnica solug¢do do sistema

é a= f= 0, provamos o que queriamos.
Atencdo.

Seria péssima estratégia tentar resolver este exercicio partindo de uma combinagdo linear de
> >, > = - > . .

U e vigualadaa 0,au + fv = 0. O motivo é que, como (ﬁ,—v’) é LI, isso acarretaa =§=0,
e ndo se conclui absolutamente nada a respeito da dependéncia ou independéncia linear dos
e I I T 2 . i
vetores U + v ¢ U — V, 0 que era 0 nosso proposito. Assim, quando se quer provar a indepen-
déncia linear de uma seqiiéncia de vetores, deve-se partir de uma combinagio linear dos ve-

—>
tores dessa seqtiéncia, igual a 0.

Na figura, ABC ¢ um tridngulo e M é o ponto médio de AB. Sabendo que MN é paralelo a
BC, prove que N é o ponto médio de AC.

Resolugio

Vamos transpor o problema para a linguagem vetorial.
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Se ABC ¢ um tridngulo, temos (por exemplo) que
— —>

(AB,BC) ¢é LI (o)
Sendo M o ponto médio de AB, concluimos que

—_ ] — —_
AM = > AB = MB )
A hipétese de ser MN paralelo a BC se traduz por

MN = oBC ™)

Finalmente, como N pertence ao lado AC, podemos afirmar que

AN = g ®)
Agora, nosso objetivo € provar que f =—;-
De m = MN + M segue por (f)e (v):.
AN = oBC + % AB (€)
Por outro lado, por (6),
AN = gAC = 8(BC + AB) = BBC + B AB )

Comparando (€)e (A), obtemos:

aBC + o AB = BBC + § AB
Agora, por (a) e pelo primeiro exercicio, concluimos que a=f e 1. B, como queria-
mos. Observe que fica também provado que o comprimento de MN ¢ igual 2 metade do com-

pomemto de BC.

[

Agora a resposta A pergunta feita na Observagio 2: nada se pode afirmar a respeito
da depeniéncia linear dos vetores.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

e —-> - - > > -
Prove que se (u, v, w) é LI, entdo (u + v + w, u - v, 3v) também é LI, o mesmo
s T S PN
sucedendocom (u +v, u+w, v + w).

s -> . . - T T
Seja (u, v, w) L. Dado t qualquer, sabemos que existem a,f,7v taisque t = au+gv+yw
- > > > -
(por qué?). Proveque (u+t, v+t, wtt)éLl= a+f +y+1#0.

- - e e s
Prove que (u,v) 6 LI = (u+v, u-v) éLL (Aimplicagio = foi provada no Exer-
cicio Resolvido n® 3))

Demonstre a Proposigdo 2 no caso n= 1. Pergunta: por que¢ a demonstragdo feita no
texto ndo serve neste caso?

—> - - -»> - - - - . .
Prove que (u -2vt+w, 2utv+ 3w, u+8v+3w) é LD quaisquer que sejam os

vetores u, v,w.



CAPITULO 6

BASE

Definicao 1

Chama-se base V* a qualquer tripla ordenada E = (Zl , 32,33) linearmente independente de
vetores de V3.

Conforme o Corolario 3 do capitulo anterior, se (el , ez , e3) ¢ uma base de V?, todo vetor de
-> -

N
V3 é gerado por e, e2 e e3, isto é para todo v € V3, existem escalares a,,a,, a;, taisque
V = alel + a2e2 + a3e3

[1]

-
el

Sabemos também que essa tripla (a,, a,, a3) de escalares ¢ tnica (veja o primeiro exercicio resol-
vido do capitulo anterior). A conclusdo é que, escolhida uma base E de V3, fica associada univoca-
mente a cada vetor v uma tripla ordenada de escalares (a;, a,,a3). Essa tripla é denominada tripla
de coordenadas do vetor vV em relagio i base E. Observe que é importante a ordem dos escalares
a;,a,,a3; trata-se de uma tripla ordenada. Se, por abuso de linguagem, dissermos: “‘a;,a,, € a3
sdo as coordenadas de ? na base E”, fica subentendido que as coordenadas estdo nessa ordem
(7 = al_e: + 32?2 + a3:;3)-

38
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A notagdo utilizada para indicar que a,,a,,a3 sdo as coordenadas (nessa ordem!!) do vetor ¥
em relagao abase E é

—
~ v=1(a1,2,a) (1)
e se ndo houver perigo de dvida quanto 2 base escolhida, omite-se o indice “E”;

_‘:= (31,32,33) (2)

. - - - -
Em outros termos, (1) e (2) sdo simplesmente “abreviaturas” de v = aje; + aze, + aze;.

Daqui para a frente, 0. uso de coordenadas serd muito freqiiente; é conveniente, portanto,
que as operagdes entre vetores sejam feitas diretamente em coordenadas, evitando perda de tempo.
Vejamos como se faz isso:

. - - - -
a) Adicio Se u =(aj,a;,33)gpev = (b1, by, ba)p, entdo u + v = (a; + by,a; + by, a5 + b3)p
De fato:
- - - - -
u=(a,a;,a) = U= ae tae +aze;

-
V=

= (bl’bQ’ b3)E =

- - - -
V= blel + bzeg + b3e3
Logo,

> - - > ->
utv =(a; +b)e +(a;+by)e; +(az+bs)e;

= (a; +by, a; + by, a3 + ba)g

Atengao

-> >
Para o procedimento acima é essencial que u e v estejam referidos a uma mesma
base.

b)  Multiplicacdo por Escalar Se u= (a1,2,,33)p e A € um escalar, entdo
—
Au = (Aa;, ha,, Aag)p.
De fato:

- - - - - - - - -
u=(a;,a,a3)p = u=aje +aze; +aze; @ Au = Aae; +a,e; +aze;)=

- - - -
= (Aag)e; + (May)e;, + (Aaz)es = Au = (7\31,7\32,7\33)}3
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Observagio Devido a Proposigdo 3, ¢ ficil ver que
-> > -
u=0 = u =(0,0,0)E
Vamos reexaminar em termos de coordenadas o conceito de dependéncia e independéncia linear.

. - -> = d .
Proposicio 1  Os vetores u = (x;, y;, Z1)g, €V = (X2, y2,22 ) 880 LD se e somente se Xy, y1, Z1,
s30 proporcionais a X,, ys, Z;.

Demonstragio
Il

E uma conseqiiéncia direta do Coroldrio 1 do Capitulo 5.

« - > —>
Proposicio 2 u = (x1,y1,21)p, V= (X2,¥2,22), W= (x3,Y¥3, 23) s30 LI se e somente se

X1 Y1 7y
aah X2 Y2 2 * 0
X3 Y3 Z3
Demonstragio

Temos, pela Proposi¢ao 3 do Capitulo 5, que
- > > - - - —>
(u.v,w) Ll = (cu+fv+yw =0 =a=8=v=0).

isto é

—_

.. w) LD e= a(x1, Y1, 21) + B(X2, Y2, 22) * 7(X3,¥3,23) = O admite apenas
asolugdonula a=4=7v=0

ax; +fx; +rYx3=0

== {ay + 3y, + yy; =0 admite apenas a solu¢gdo nula

ez. v 8z; +7v23=0

Q) X, X: X3

Aand M oM ¥ |0

2y Z- 24

Basta observar agora que este ultimo determinante ¢ igual ao que aparece no enunciado.

(*)  Devido 4 Regra de Crames.
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O conceito de ortogonalidade de vetor com retas e planos se define de modo natural, usando
0s mesmos conceitos para os segmentos orientados que representam o vetor. Mais claramente:

Definicao 2
- —> . . -
® uF 046 ortogonal i reta r [ao plano 7] se existe um representante (A, B) de u talque o seg-
mento AB ¢ ortogonal a r [a m]. O vetor nulo é considerado ortogonal a toda reta r e a todo
plano 7.
- - -~ 3 TRl 4.
® (s vetores ue v sio ortogonais se um deles é nulo, ou, caso contririo, admitirem represen-

tantes perpendiculares.

Para ortogonalidade usaremos o simbolo 1.

. > > . - - - -
Proposicio 3 Os vetores U e v sdo ortogonais se e somente se lu + vi? = lul? + IvI2,

Demonstrag¢do
Trata-se em esséncia da aplicagdo do Teorema de Pitagoras e de sua reciproca. Deixando
de lado os casos triviais em que um dos vetores ¢ nulo (a verificagio ¢ imediata) basta observar

que, tomando um ponto O qualquer, U LV se e somente s o0 pontos O, O + u O +u +v sdo
vértices de um tridngulo retangulo.

O+U+V
-
N} -
&Y v
(o} = 0+
U
Definicio 3
- 3> > -> > > . - -> -
Uma base E= (e, e;, e3) é ortonormal se ¢, €4, €5 sdo unitarios (l e, Il = fe,ll=llesll=1)
e dois a dois ortogonais.
-
€s
-
82
(o]
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- > > - - - -
Proposicio 4 Se E= (e;,e,,e;) ébase ortonormal,e u = xe, + ye, + ze; entdo

-
"u" = vV x2 +y2 + 72
Demonstragio

Consiste na aplicagio do Teorema de Pitdgoras aos dois tridngulos retangulos destacados
na figura,
28,

- A

xe 1 ard

. > - > > -> - - . )
Vejamos. Como e; le, e e;le,, resulta ze; Lxe, + ye, (por qué?). Logo, pela propo-
s . -> - —-> -
sigdo anterior,como u = (xe; +ye;) +ze;,

- - - -
Nul? = lixe, +ye, I? + |l zes I
r] ng > .
Como também xe, 1 ye,, resulta, pela mesma proposi¢do, que esta relagdo se escreve
- - -> -
lul® = | xe, I? + 1l yes I? + 1l zes If? (3)

- =5 = L. .
e como ¢€,,e,;,¢e3 sdo unitdrios,

-
Ixe, I? = |x|%= x*
-
2 _ —
lye, I = |y|? = y2
-
llzes I =iz|* = 22

de onde resulta, por substitui¢do em (3), a tese.



Base 43

EXERCICIOS RESOLVIDOS
- > >
Est4 fixada uma base E = (e, ¢;,¢;).
1.  Verifique se sio LIou LD os vetores
a) u=(1,23) e v=(,1,1)

P
v

b u=(,71 e

n
~
Nln—-
[SY BN
0=
-

Resolucio

a) E imediato que 1,2,3, e 2,1, 1, ndo sdo proporcionais pois -%- * % Logo (1—;, 7)
é LL

b) Nesse caso ¢ claro que 1,7, 1 e%,l,—é-

- - - >
cionalidade 2:u = 2v. Logo (u,v) éLD.

sdo proporcionais, com fator de propor-

(38

2. Memparau=(1,-1,2)5, v=(0,1,3), w = (4,-3, 11)g.

Resoluciio
Como
1 -1 2
0 1 3|=0 resulta(u,v,w)LD.
4 -3 11
3. Sejam

?_ -
1= 2e. -6,
? > o >
2= € —¢€ +2e;
? -> -
3= e t2e

Mostre que (f; 1.1 eLle portanto base de V.
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Resolugio
Tem-se fl =(2,-1, O)E, =(1,-1, 2)E, = (1,0,2),
e
2 -1 0
> > -
1 -1 2}=-4+#0; logo (f,,f,,f3) é LL
1 0 2

>
4. Calcule as coordenadasdo vetor v = (1,1, I)E na base F do exercicio anterior.

Resolugio

Sabemos que

-
Ti=2¢ -6

- -

- -
f2=el-ez+2e3
> - -
f3=el+2e3

-> -
Resolvendo as equagdes acima com relagdo a e;,e;, € e3, vocé obterd:

- 1 1 1
€ =—2—'?1 -??2 + 7?3

_gz = '_f; +—{3

12 12 1=
ex=-ghtgh+gh

— -> - g -
como v = (1,1, 1), temos v = ¢ +e; + ¢3,

e portanto
- 1= 5> 7=
V=—4-f —'2' 2+T 3
> 1 57 Faol 3.1
donde v = (—I,~—4-,—I) isto é, as coordenadas de v na base F sd0 — i e

No préximo capitulo, veremos uma forma de sistematizar os cdlculos acima, na resolugio
de problemas de “mudangas de base” como este.
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5. Calcule lull sendo u = (2.1,3)g e E base ortonormal.

UFPE CCEN
MEI
BIBL-IOTECA
Resolucao
Iul?=22+12+32=14 .  lul=+14
EXERCICIOS PROPOSTOS
Todos os vetores estdo referidos a uma mesma base
- - -
1. Sendou=(1,-1,3),v=(2,1, 3),w=(~1, -1, 4), ache as coordenadas de
a) UtV
- -
b)u - 2
- -
c)u+ 2v -3w
. - . . > > -> > - .
2. Verifique se u ¢é combinag¢do linear de v e w, sendo u, v, w, como no exercicio anterior.

-> > > >
3. Escreva t =(4, 0, 13) como combinagdo linear de u, v, w, estes vetores sendo dados no
exercicio 1.

4. u= (1,-1, 3) pode ser escrito como combinagdo linear de V= (-1,1,0) ¢ W= 2,3, :1,’)

5. Ache m de modo que U= (1,2,2) seja combinagdo linear de V= (m-1, 1, m-2) e
- - > -
w = (m+1, m-1,2). Em seguida, determine m para que (u,v,w) seja LD.

6. Decida se sdo LI ou LD:

a) u=(0,1,0), v=(,01) LT

b) u=(0,1,1), v=(1,00) /.2

9 u=(0,1,1), v=(0,31) -

Q) T=(1,-314), v = (ﬁ, I—i, D

&) u=(1,0,0) v = (200,2, 1), w=(300,1,2) 2 [
A u=(1,21) v=(1,-1,-7), w=(4,5-4 -
g) I_;= 6

h) u=(1,1,1)
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-+ > -
7. SendoE= (e;,e,,e;) base, e
- - - -
fi =e + e, + e
— — —
fz =€ + €,
- —-
fy = e
- > —
decida se f = (f,, f,, f3) é base.

8. Ache m para que sejam LD

a) u=(m,1,m), v=(I,m,1)

b) u=(1-m?1-m0),  v=(mmm)

d u=(m 1,m+l), v =(1,2,m), w=(1,1,1)
d) u=(m,1,m+1), V= (0,1, m), w = 0,m,2m)

9. SeE= (:, ,?2 ) ?3 ) é base, prove que F = ( a?l, ;3?:’2, 7_e>3) é base, desde que a, §, vy ndo
sejam nulos.

10. Seja OABC um tetraedro, ¢ M o ponto médio de BC.
— ) ——) —
a) explique por que (OA,0OB,OC) € uma base.
’ —_—
b) determine as coordenadasde AM . nesta base.

- - = -
11. Calcule llu ll, sendo E = (€1, €;, €3) base ortonormal, nos casos

- - - -

a)u = e; + e, + e, =(1,1,1)E
- - -

b)u = -¢e; + e, :
- — =

c)u = 3e + 4de

- —> —> A d
d) u =_4e1 + 262 'e3



CAPITULO 7

MUDANGA DE BASE

A escolha de uma base conveniente ajuda muita vezes a resolver um problema, tornando-o
mais simples. Acontece que os vetores dados podem j4 estar referidos a uma certa base, digamos
E = §’1 82 _,Fa ). Introduzindo-se a base conveniente que supostamente vai ajudar-nos, seja ela
F =(f,, f2,f3), precisamos saber a relagdo entre as duas, para que trabalhando com a solugdo em
termos de F, possamos no final passar para a base inicial E.

Podemos expressar de modo Gnico cada elemento de F em termos da base E, conforme jd
sabemos. Escrevamos entfo

- > - -
fi= aj e + az1€; + azy €
->_ - - -
fa= ap e + 2y ey + a3, € 1)
- - - -
fa= a3 + a3 €, + a33 €3

onde os a; sio nimeros reais.
O préximo passo agora é resolver o seguinte problema. E dado
- - - - -
V= xie; + X8 t X3€3 = (X;, X2, X3)p @)

onde agora o indice E é necessdrio, pois podemos também escrever

-> -
V= YI_{I + )’sz +ysts = (0 Y2, ¥3)p 3)
47
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Queremos saber qual é a relag@o entre as coordenadas x,, x,, X3 de Vem relagdo A base E, e
- e
as coordenadas y;, y, , y3 do mesmo vetor v em relagdo 4 base F. A idéia é muito simples para

resolver isto. Usando (1) em (3), teremos Vem fungdo dos elementos de E. Em seguida é s6 compa-
rar com (2).

Substituindo —ﬂ,_ﬂ ,?3 dados por (1) narelagdo (3) resulta

-> - - - - - -> - - -
v=y (a1, + 25,8, + a3;€3) + ya(ajz€; + 308, +a3.83) + ys(ajae, +aye,; +azey)

> - -
= (V13 t Yaa12 T yadz)ey + (122 + Y2222 t Y3az3)€; + (y133; + Y223, + yiaas)e;

Comparando com (2), e usando o fato de que um vetor se expressa de modo tinico como combina-
¢30 linear dos elementos de uma base, vem

Xy = a1y tannys Yasys
Xy = a21Y1 t az2y2 t az3y3 “
a31y: t 23y2 T 233Y3 . /

1}

X3

Agora basta resolver o sistema. Acontece que vocé deve estar dizendo: puxa, mas como eu
vou guardar essa relagdo? Ainda mais com essa confusdo de indices! Pois bem, para facilitar a
sua vida, vamos sistematizar de tal forma que vocé, temos certeza, vai guardar a férmula. Para esse
fim vamos usar matrizes. Observe inicialmente que (4) pode ser escrita assim:

Xy 1 A2 A3 Y1
X2 = | a 222 &3 Y2 (5)
Y3

X3 43, 332 d33
Vamos dar um nome 3 matriz 3 x 3 acima.

Definicio

- o> - —
Dadas as bases E = (e;,e,,e3) e F= (fl,_fz,—f;), podemos escrever

- - ->
aj e +a3,e;, +a3,¢e;
- - -

= 32€;) taze, tazse,
- - -

S
]

= 3;3€) t a3e; +a33€;



-
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A matriz a5 a2 33
M= az a, az3
a3 32 433
dd-se o nome de matriz de mudanga da base E para a base F. Indica-se, para resumir, assim:
M
E—— F
Atenciio

Observe que os elementos a;,, a;,,a3; que aparecem na 13 jgualdade,
? - - - -
1T ap e+ ae;tage;,
devem ficar na 12 coluna de M. Da mesma forma, os elementos da 22 igualdade, ,
- - - -
f = appey +a5;e; +aj,e,,

devem ficar na 22 coluna de M. Os da 32 igualdade na 32 coluna de M. Assim, se

- > - -
fi=2e; -e; + e —> g
?2 = ;: +22 + 23 ek d
73 =—gl ‘gz + 23 ~
]
[}
Entdo l ¥ i
2 1 1
M= |-l 1 -1
1 1 1

M
Agora que vocé jé sabe o que é matriz de mudanga de E para F, E— F, veja como
(5) por ser escrita simbolicamente:

E F (6)

onde
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Observagio

M
Se E——F, entdo o determinante da matriz M ¢ certamente diferente de zero. Isso
é uma conseqiténcia imediata da Proposigdo 2, do capitulo anterior. Logo, existe M~!, e de
(6) obtemos

M =
@)
E F
EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Sendo E= (gl ,?2 , ;; ),E= (?1 ,?2 , ?3 ), ache M, matriz de mudanga de E para F, sabendo
que
- -
?1 = El =€
?2 = &
- -
17:: =6 tog
Resolugiio

Escrevendo na forma
=1 ¢ + (-1)e + 0. ¢

? -> -> -
2 = 0. e, + 0. e, + l.eg
? _ - - -
3=0. ¢ + 1. e +1l.e;

vemos que
1 0 0
M =[-1 0 1
0 1 1
2.

Sendo Ee F como no exercicio anterior, € sendo V= (1,-1,3)p = ? ? + 31, , ache
as coordenadasde v em relagdo 3 base E.

Resolucio

Como vocé ja deve estar sabendo,
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onde
M
E——>F.
N UFFE OCEN
Entdo, sendoV = (x,, X5, X3)g = X181 + X582 + X365, temos vl
BIBLIUTECA

Xy 1 00 1

x21=1-1 0 1 -1

X3 0 1 1 3

X =1, X, =2, x5 =2.

> > - > =2 =2
3. A matriz de mudanga de base da base E = (e, ,e,,e;) paraa base F=(f,,f,,f3) €

1 0 1
M=|01 0
1 0—1

Exprima os elementos de F em termos da base E.

Resolugio
- .
Para f,, leia a 12 coluna:
- - - - — -
fl =l-e1 +0.62 +1 .€3 ¢ +e3
—> . a
Para f,, leia a 22 coluna:
- - - -> >
f2=0.e1 +l.ez +0.e3=82
=2 .
Para f5, leia a 32 coluna:
- - - - - -
fa=1. e;+0.¢e, +(—1)e3 =€) —€;3
A seguir vamos ver um resultado dtil.

.. . - > - > > - > o> -
Proposicio 1 Sejam E= (e, e;, &3 ), F= (f;,f,, f3), G=(g, ,g,,83) bases.

M N MN *
Entdo, se E F, F >»G, tem-se E—— G

M N ‘
(*»OesquemaE—F — G ajuda a memorizar resultado.

MN
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Demoastracio

S-emio M= (aij), N= (bij), e sendo P = (cij) a matriz de mudanga de E para G, temos, por

- 3 -
Bo= L buf
J=1
£= 2 ae
J-i=1 aijei

3 3 N 3 3
Bk ];—' 1 ka(jglaijei) - J§1 (igl b.lkalj el)
Como
> _ 3 -
k= E kS

3
resulta de (10) e (11) que ¢; = .El aijbjk ou seja P
J:

Observagio

MN.

®

9

(10

(an

Se vocé ndo estd habituado a usar somatéria como acima, o jeito € escrever tudo

por extenso; vocé verd que o que se fez ndo é complicado, e percebera a vantagem do uso de

somatoria.

M m!
Corolario: Se E —— F,entioF —— E.

Demonstragdo

A matriz de mudan¢a de E para E € a matriz identidade I (por que?). Sendo N a matriz

de mudanga de F para E temos, pela proposigdo acima, que MN =1,logoN=M".

E_M N

— —F——E

\1/
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EXERCICIOS RESOLVIDOS ( continuagio)

4. Ache a matriz de mudanga da base F para a base E no caso do Exercicio Resolvido 1. Exprima
€1 ,5)2,8’3 segundo a base F.

Resolucdo

M
Sendo E —— F, vimos no referido exercicio que

100
M=|-101
011

-1
entioF —M— 5 E ¢ precisamos calcular M~*:

A matriz dos cofatores de M é:

-1 1-1
Mc= 0 1-1
0-1 0
Entdo 1

onde ME indica a transposta de M ¢ No caso presente,

L [-1 oo 100
M-1=j 1 1-1{=1]-1-11
-1-10 110

Esta € a resposta da primeira parte do exercicio. Quanto a segunda, decorre facilmente do
-1
conhecimento de M ™', pois F — E. Entio

d
E: =f, -f; +f; (v.12 colunade M)
—>

e, = -f, +1, (v.22 colunade M)
- -> -1
ez =1, (v.32 colunade M™)

5. Sendo E= (E:,E;,E;),F=(f:,f;,?3), G=(_g:,§2,g3) bases, onde

- >

- - - —
E: =f, + 2, g1 = e -2e

- - > - —

)] e;=f, - f; an g2 = ¢ t+ ¢e;
> > - > > -
ea=f, + f v 83 = € - €3
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ache as matrizes de mudanga de
(i) EparaF (ii) F para G (iii) E para G

(iv) F paraE (v) GparaF (vi) GparaE

Resolugio

M 1
Sendo E——> F, entio F —————— E. Das rela¢Ges (I) resulta imediatamente

) 1 10
M1 = 2 01 (resposta de (iv))
0 -1 1
e dai,
-1 1-1
M=M™1)1 = 2 -1 1 | (respostade (i))
2 -1 2

N M MN
Sendo F —— G, E ——— F, entio E ————— G. De (II) vem imediatamente

1 1 0
MN =] -2 0 1 | (respostade(iii))
01 -1
1 1 0 1 1 0 1 1 O
N=Ml 2 0 1}=}2 o0 1 -2 0 1
0 1 -1 0 -1 1 0 1 -1

logo

(resposta de (ii) )

7.
I
19 10 =
w
1
—
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N—l
Como F — G,entdlo G — F; calculando, resulta
[ ]
-5/3 1 -4/3
N»-l =
2/3 0 1/3 (resposta de (v))
-4/3 1 -5/3J
MN (MN)
Sendo E— G, entio G E. Mas
[-5/3 1 -4/3] 1 1 0]
MmNyl = NIml = | 23 0 1/3 2 0 1
_-4/3 1 -5/3_1 0 -1 1 |

(13 <13 -173]

MN)Y = | 2/3 1/3 1/3 (resposta de (vi))

2/3 1/3 -2/3J

6. SejamE = (2., ¢2,83) e F=(}, I, [5) bases tais que

-
11=el -35;
> - -
f2=62 t+ €3
—>

- -
f3=¢ = 2e

— —> - — —
Sendo u=3e; + 4 €, - €3, ache as coordenadas de u em relagdo & base F.

Resolugio

Sendo E-—M—-) F temos, por (7), que

~

3
MLl 4 =
-1 F
Temos [ 101 -2-1 1
M=[-31-2]edaf M1 =] 001
[ 01 0 3 1-1

55
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Entao
3 -2 -1 1 3 -1l
M1l 4] =] 0 0 1 4= -1
-1 31 -1 -1 14

- > — -
Portanto, u=—11f; — f; +14f;, ou u= (-11,-1, 14)F_

EXERCICIOS PROPOSTOS

> > > > > >
1. Dé a matriz de mudanga da base E =(e,, e, e3) para a base F =(fy, f;, f3) nos casos

> > -

>
(a) fi = —3e; te, +ey (b) -f?= ? -_f;;,
f; = _‘;1 —27;2 +_ga ? =3_e>1
- > >
fa= e +2e ?= gl—3e2

e
2. Sendo v= —4fl + f2 - f3 ache vem fun¢do de e,, e, €3, nos casos do Exercicio 1.

-> > - - > >
3. Sendo E=(e,,e,,e3), F=(f, f;, f3) bases, com

- -
fl =2el — €3
> - >
f= e; +2e
-

>
‘_‘793

w

-> > — - -
e w=g, te, +ej3, ache w em termos da base F.

4. SejamE = (?1 ._c;z ,_53), F= (?1 ,?2,_{3), G= (gl ,Ez,Ea) bases, com
- AVARC Y

el.—_——fl_

2

1 > > 5> > o
Efa B1 =€ te tey

}

- V35 5> > >
1+‘2 3 g2=¢ te

[47]

0

I
o] =

—- = - -
e; =1, =

Ache todas as matrizes de mudanca.



CAPITULO 8

ANGULO ENTRE VETORES
PRODUTO ESCALAR

-> -
Consideremos os vetores ndo nulos u e v. Tomemos um ponto Q € E3, e sejam P, Q€ E? tais
— —
que U= OP, v =00Q. Seja § a medida em radianos [graus] do dngulo POQ satisfazendo

o<g<m [0<6<180].

0 - Q ' >
‘ 0 F Q

-
v |

- —_—> - el
Se tivéssemos tomado outro ponto O’ € E? em lugar de O, ¢ P, Q comu =O’P’, v=0'Q’

obteriamos que a medida em radianos [graus| de P’6’Q’, ainda seria 8 (veja a figura).

Definigio 1
r - y A - ->
O niimero ¢ se chama medida em radianos [graus] do dngulo entre u e v.
> -
Procuraremos agora uma expressfo que nos fornega & em termos de u e v. Para isso, fixemos

> > . - -
- uma base ortonormal (i, j, k), esejam u = (x;,y;, z;)e Vv = (X3, Y2, Z; ) (lembrese de que.
57
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sendo a base ortonormal, a norma de qualquer vetor pode ser calculada como vimos no
Capitulo 6. isto &.

w=(a,b,¢) = flw|l = VaZ +b? + 7).

Aplicando a lei dos co-senos ao tridngulo POQ resulta

P

- -
NQP I = Ul + V2 =200l lViicosd (1)

0 —
Mas v Q
> - > > > )
QP> =IIOP —OQI* =llu—vII* =ll(x) — X2, y1 —¥2,21 —Z)lI* =
= (X — %)+ (Y1 —V2) + (2 —2) =x} +yl +22 +x] +}’: +2) — 2AX X2 + Y12 +212;)
Substituindo em (1), resulta
- -
Hullliviicosf =x,X; +y 1y, + 2,2 (2

= . TSI A RN ) = Vx?+ vtz

expressdo esta que nos permite calcular cos 8, pois lull=Vx]+y; +z] e llvil= Vxj +y; +2;.

Observemos (2). Ela nos mostra que a expressdo X; X, + ¥, ¥, + Z; 2, ndo depende da base ortonor-
mal fixada, pois o primeiro membro nfo depende. Em outras palavras, se vocé tomasse outra base
<> 3 - - -> _
ortonormal (?, i, K’) e escrevesse u = (X}, Y1, z1), vV = (X3, ¥a, 23), entdo Xj X3 +Y1¥2 + 7,23 =
—> -> . - -
X1 Xy + Y1y, + z1za(=1lull | {{ vl cos8 ). Observemos também que se u ou v sdo nulos, a expres-

sin ¢o 22 membro € nula.

Definigio 2
-> > > >
Chama-se produto escalar dos vetores u e v ao namero u« v ( * ) dado por
> > -
0 se u=0 ou v=0
-> >
U.v= (3)

> ) 5, > o, >
lulflvlicos® seus¥0 e v¥O,

> -
sendo 8 a medida do dngulo entre ue v.

—
V.

N
(*) Usa-se também a notagao u X



De acordo com o que vimos acima, podemos escrever

> -
U v =XX,tyy: 252,

desde que as coordenadas usadas se refiram a uma base ortonormal.

t - b=d - b= d
Resulta de (3) que seu#0 e v# 0 entdo

-> -
urv
>
u

cos 8 =
v

Observe que decorre da propria definigdo que

> ==
lull= Vd-u
isU- = tyiy tmz =xt 4yl 42 = U
poisu-u= x1X; +y;y; +z;2; =x; +y; +z; =llu
Proposigao 1
. . > > - .
Quaisquer que sejam u, v, w de V? e qualquer que seja A real, tem-se
> o> > > > o> >
1. us(vtw)=u-v+tu-w

2. U (V) =AW - V=AU v

> > > -
3. u-v=v-u

-> - -> - -> >
4 u-uz20;u-u=0<«u=0.

~ - . >
As demonstrag0es sdo extremamente simples. A n® 4, por exemplo, decorre de || u ||? =

as outras seguem da defini¢do. Deixamo-las a seu cargo.

Proposigdo 2
- > - >
ulv © u-v=0

Demonstrac¢ao

Angulo entre Vetores. Produto Escalar

59

(4

(%)

(6)

-
-u;

_> - z z 3 : ~ 2 .
Se u ou v ¢ nulo, é imediato. Sendo, decorre da férmula (5), que nos diz que

*
V=0 © cosf=0 0=% e 0

-
u-*

1

(*) Lembrese de que 0 < 8 < 7.
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Observagao

A Definigao 2, a férmula (6) e a Proposigdo 2 nos permitem caracterizar as bases orto-
normais do seguinte modo:

- 5> -5
“uma condi¢do necessdria e suficiente para que uma tripla (e,, e,, €;) de vetores de \'A

seja uma base ortonormal é que
3=1 @)
e "€y =€ "€e3=¢€; *e3=0 (8)

. - > l,sei=j > - 5 s
Resumindo: e; - g ={0 eit] De fato, (7) garante que os vetores e,, €, € €3 5§30 unitdrios,

. . . . > g g rs
e (8) garante que eles sdo dois a dois ortogonais. Restaria apenas provar que (e,, €, €3) é LL

Para isso, sejam «, a3, @3 numeros reais tais que
- - -
aye; taze; taje; =6
. . - . ) . -~
Multiplicando escalarmente por e;, e aplicando a Proposi¢do 1 (partes 1 e 2), obtemos:
— - — - - -
ay(e; ~e)tay (e r ) tas(e *e3)=0.

e por (7) e (8), chegamosa «; . 1 +a, .0 +a; .0=0o0usejaa, =0.

Procedendo de modo andlogo, vocé pode provar que «, = 0 e a3 = 0. Segue-se que (?1 , ?2 ,?3)
¢ LL

Atengdo
-> - - > - - —>
Evite o erro seguinte: sendo u - v = u - w, cancelar u e concluir que v = w . Isto é falso!

Veja um procedimento correto:

- 5> o> - - > > > - 5> - — > -
u*vsuwe uv-u-w=0 = u(v-w)=0® ul(v-w)

a ultima equivaléncia sendo garantida pela Proposi¢do 2. e a penultima, pela Proposi¢do 1 (partés

— . -
| e 2, com XA = —1). Para obter concretamente um contra-exemplo, tomeu ={(1,0,0),v=(4,2, 1),

- - - -

- - -
w =(4,1, 1), em relagdo a uma base ortonormal. Entdov #w. eusv=4=u-w,
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EXERCICIOS RESOLVIDOS
E fixada uma base ortonormal

N
1. Ache a medida em radianos do dngulo entre os vetores := (2,0,-3) e v=(1,1,1).

Resolugio

Temos
-> >
uev=(2,0,-3)-(1,1,1)=2.1+0.1+(=3).1=-1
Nol=1(20, <3l = V22 +02 +(=3)? = V13
ISH=00,1,Dl= VI2+12+12 = V3

—
u-e

-1 1
I V13v3 | Vo

—_—
Hall

cos 8=

<f <4

. 6 =arc cos (—71?9)

2. Ache a medida em graus do dngulo entre os vetores := (1,10,200) e 7= (-10, 1, 0).

Resolugido

Temos

- >
us-yv

= (1,10, 200) - (~10,1,0)=1.(—10)+ 10.1+200.0=0

> >
Logo: ulv, e § =90 (em graus).

3. Mostre que

- > > - - >
(a) futvi*=jull®*+2u-v+]| vl

- -
usv=

(b)

1 > - -
'2“(||U+VII2—HUH2—HVI!2)

61
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Resolugio
-> > -~ - = > > x> o
(a) Nlu+vI2= (U+V) - U+V)=u-(U+V)+Vv-@Q+Y) =
> 5 > > 5> 5> >
= urutu-v+veutvev=
-> 5> 5 > - 2
= lulP+u-v+u-v+lvl =
-> 2 > o> -
= fJull" +2u-v+|vi?
1 - = 2 - 2 > _(a)
(b) 7(IIU+VII —tull” —vi? s
1 - -> - - 2 -> 2 - 2 - -
= (i +2us v+l lull = iivi®) = u-y

4. Demonstre a desigualdade de Schwarz:

- - - >
Jusv] < llullllvl

Resolugio

ind g r e . .
Se u ou v é nulo, é imediato, pois ambos os membros se anulam.
Seu# 0 e v+#0,entdo a desigualdade de Schwarz resulta imediatamente de

-> >

usv
=——5— &elcosf| <1.

fuil vl

Observe que a igualdade vale se e somente se um dos dois vetores é nulo ou, caso contrdrio, se
[ cos 8] =1 (veja o Exercicio 26¢).

5. Se (gl ,22,23) ¢ uma base ortonormal e u € V3, entdo
U= ure)e +(Ure)e + (U-es) o
(veja a 12 observagdo apds o Exercicio Resolvido n® 7).
Resolugio
Sabemos que e)sjstem (Gnicos) a; . a,, ay reais tais que

- - - -
u=alel+aze2 +a3e3 (Ol)
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v v >

Multiplicando escalarmente por e, ambos os membros, resulta

- > —> -> > - >

uce; = o, e, I? ta,e, e, +tase; - e

B -> - - > >

Como a base € ortonormal tem-se |le; =1, e; "€, =0, e3-e, =0. Logo

- >

uce; = ay (ﬁ )

aqe _» _» .

Analogamente, utilizando e, e e3, respectivamente, chega-se a

-> -

use = @ (7)

- o>

use; = @ (8)
Substituindo (B), (7v), (§), em (), obtém-se a igualdade desejada.
Prove que as diagonais de um quadrado sdo perpendiculares.
Resolucgio o} I
Considere um quadrado-A B C D como na figura. & - ,

= 2> 2 > 2 )
Entdo, sendo u = AB, v = BC, basta provar que )
- - - -
(utv)-(u—v)=0. T
A - B
Mas u
e > > 3> 3> > > > > > > >
(utv)-(u—v)=uveu—usv+veou—-vev=Julf-Jfvi*=0
.2 g >
jaque llull = (vl
> >

Pergunta: Onde entrou o fatode ser u 1 v? Veja o Exercicio 22a.

. - . L. — - -> -
Seja v # 0 fixado. Dado um vetor w, existe um unico par ordenado (w,; , w,) com w,//v,

- > o>

- - - L —> R - —> . .
w, Lv e w=w; +w,; w, sechama projegio de w na diregio de v (ou sobre v), € se indica

por proj \_av>
v
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Prove que
- — -> >
Lo > (—> v ) v wev oo
projrw=w; =(W* —5-) =5 = —S—V
v Nvi” vt fvli?
Resolucéo
- -
Como w; //v, temos
-
w; = AV (a)

- - oo - - - >3 > -
donde w = Av+w, . Multiplicando escalarmente por v, obtemosw .v=2A]vI +w,-v=
- -
-+ 2 - - WV
= Avll” (poisw, Lv). Dai, A=—=— . Substituindo em (o ) resulta a tese.
' vl
Observacoes
X - -
. 32 % synitdrio. vIi=1, entdo
- > = >

-4

O Exercicwo Raxo.v:30 n? 3 pode. entdo, ser re-enunciado como segue:
e > T 3 _
Se (€), e;. e3)é uma base ortonormal e u € V7, entdo

— . - i -
— — -
1= u + proj e, U + proj g, u
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(veja a figura), pois

e -
OA = projg u
—-—> -
OB = projg u
s -
OC = projz u

Lembrando que || AV =1l 7II (veja o Capitulo 3), temos que a norma da proje¢do de

- -,
w sobre v é dada por:

- >
|w - v [wev]
I proj>wll = vl =
-
v v I vl

» ’, - .- a -~ _>
Outro modo de ver isso € observar na figura abaixo o tridngulo retdngulo ABC, onde || w, || =

- - -> -
|wev] Jwev]|

- -
=llwl-leosbl=llwll —5——F5— =—=
tw il vl (vl

- > > -> > . . - - > >
Dada a base (e, e,, u), onde e, € e, 30 unitdrios e ortogonais, obtenha e5 tal que (e, e,, €3)

seja uma base ortonormal.
Resolugio
>
Suponhamos obtido e;. Entdo, pelo Exercicio Resolvido n® 5 devemos ter

- - > - - > > e
u=(u-e)e; +t(u-ey)e, +(u-ejz) e;
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-> > > >
logo, chamando de t o vetor (u * e3) e, devemos ter

- [ e T -> > >
t=u-—-(u-e)e; —(u-ey)e;

- - _ > - - > o .
Considere agora o vetor t, definido por esta expressdo. Entdo t # O (sendo (e, €;, u) seria

> 5> > > )
ID)etle,, tle,, pois

-> > - > - > - > > -
tee; = (u—(u-e)e;—(urer)e) e
- - -> > > > - > > -
= uce;~(u-e)(e; ce)—(urex)(e; vey)
- > -> >
= ure —u-e; =0
>
-> - . -> t
e analogamente t e, = 0. Assim e; = 2l resolve o problema.
i t

Observagio

, para escrever
suas projec¢oes

E importante que vocé tenha uma visdo geométrica da construgio de
-
sua expressio sem decordda. Veja na figura que t se obtém subtraindo de
- -

C.'¢,_,¢

ortogonais sobre €; € sobre e:.

(T.8))8,+(U. 8,)8;

EXERCICIOS PROPOSTOS

Fixa-se uma base ortonormal.
. B . -> >
1. Ache a medida em radianos do dngulo entre u e v nos casos

a) u o= (1,0,1). % o= (=2.102)
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b) : = (31 3: 0)9 7 = (2, ly _2)
C) T‘: = (_1»1»1)5 7 = (lalal)
-> \/3 1 - VE) 1 V3
d) U-(2 ,2,0),V—(2 v?, 3)
€) U= (300, 300, 0), v = (—2000, —1000, 2000) (procure vetores com coordenadas

mais simples tais que a medida do dngulo formado seja a mesma).

- >
Ache x de modo que u L v nos casos

- -
a) u = (x03), v =(1,x3)
- -
b) u = (x,x,4), v = (4x1)
- -
C) u = (X+ll 1:2)) v = (X‘-l, _1’_2)
- -
d u=(x,-1,4, v =1(x-31

—’
Sejam A, B e C trés pontos de‘E3, e sejam ?=BA e a= BC. Mostre que o vetor

- -
u = (Fil + mé paralelo a bissetriz do dngulo ABC. Interprete este resultado, relacionan-

do-0 com uma conhecida propriedade dos losangos.
-> -

- -
Sugestdo: Calcule os co-senos dos dngulos entre u e c e entre u e a, € compare-0s.

-
Ache u tal que || T =3 V3 eué ortogonal a7= 2,3,-Dea W= (2, —4,6). Dos “u” en-

contrados, qual o que forma dngulo agudo com o vetor (1, 0, 0)?

-> - - -
Ache uortogonalav=(4,—1,5 eaw=(1,-2, 3), equesatisfaz u-(1,1,1)=-1.
- -
Ache ude norma \/g, ortogonala (2,1, —1), talque (u, (1, 1, 1),(0, 1, -1)) seja LD.

- - . -
Ache utal que ffull = \/E, a medida em graus do dngulo entre u e (1, —1, 0) seja 45, ¢
ul(1,1,0).
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8.

3
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Calcule AB - DA sabendo que o tetraedro ABCD é regular, de aresta unitdria.

Caicule || 2 T+4v I?, sabendo que I 1 =1, Nvi= 2, e a medida em radianos do angulo en-

- = 2”
treueve T

10. Se A, B, C sdo vértices de um tridngulo equildtero de lado unitdrio, calcule:

-> > —> -
AB-BC+BC-CA+CA-AB

1 > > 2> 5> 5> 5 S
”:.5’ lwl]l = 2,calcule u-v+v-w+w-u.

.. . N g
@12. A medida em radianos do dngulo entre Uevé T Sabendo que || 3[[ = V5,ell 7" =1,
> > 3> -
ache a medida em radianos do dngulo entre u+v e u—v.

. > > 2 . >
13. Fixada uma base ortonormal (i, j, k), e tomado v # 0, chamam-se co-senos diretores de v

relativamente @ base fixada os nimeros cos «, cos 8, cos v, onde a, 8, vy, sdo as medidas dos

- > . Fdrard
angulos que v forma, respectivamente, com i, j, k.

a)  Sendo v= (x, y, ), prove que

X y z
osa = , 0Sf= ——— " | cosy=
vV x2 +y2+2z? V x? +y? 422 Vix?+y?+z?
b) Prove que

cos?a + cos? B+ cos? y=1.

>
v

~

- - ,
c) Prove que os} co-senos diretores de v sdo as coordenadas do versor de v, isto €, de ——— .
v

vl
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d) Sendo § a medida do dngulo entre v, e v,, de co-senos diretores cos &, €OS B, cos v,

€ cos a,, coS fB,, Cos 7,, respectivamente, mostre que
cos @ = cosa,; cosa, + cosfy cosfy + COSY; COSY,

- -
e)  Ache os co-senos diretoresde v=(1, -3, \/E) ede —v.

- > - > 2> > . L.

f) Sendo E = (e,, €,, €3) e F=(f,, f;, f3) bases ortonormais, mostre que a j-ésima coluna
—>

da matriz de mudanga de E para F é formada pelos co-senos diretores de f] em relagido

aE.

>
14. Ache a projegdo do vetor W na diregdo do v nos casos

) w=(l,-1,2) Vo= G,-1,1
b) w=(=1,1,1) v =(=212
y 9 w = (1,3,5) vV = (-3,1,0)

- - > - -
15. Decomponha w = (-1, -3, 2) como soma de dois vetores w, e w,, com w, paralelo ao vetor

0,1,3)e \—;2 ortogonal a este Ultimo.

- - - -
16. Decomponha w = (1, 0, 3) como soma de dois vetores w; e w,, comwy, (1,1,1),(-1, 1,2)

—
linearmente dependentes e w, ortogonal a estes dois Gltimos.

> o> >
17. (Processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt.) Dada a base (f, f,, f,) ache uma

— —> - -
base ortonormal (e;, e, e3) tal que ¢://f, e e, seja combinagdo linear de f, e 1.

- —- -
Aplicagio f, =(1,2,2), T, =(1,0,1), f,=(1, 1, 1).

£
I 0

, 3 . g
o Exercicio Resolvido n® 8 para escrever diretamente e5.

- —
Sugestio: e, = ; use o Exercicio Resolvido n® 7 para escrever diretamente e, ; use
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18. Prove que (HVIIU+ ILUHV) 1 (IIVIIU— "1_1)”7)

T O T > 5> o
19. Prove queseu i (v—w)ev i(w —u), entdo w 1 (u — v).

- - -> = 2 -> = 2 - - -> - -> -
20. Mostreque u + v = -Z—(Ilu+V|I ~llu—vll'),eque u-v=0<¢ Jlutvii=flu—vl

21. Mostre que as diagonais de um paralelogramo tém mesma medida se e somente se o paralelo-
gramo € um retangulo.

- > - - - > ‘:‘
Sugestdo: Traduzapara llutv|=llu~v| « ulv. \<< A
-7 K v
-
22. Mostre que as diagonais de um losango: u

a) sio perpendiculares e reciprocamente, se um paralelogramo tem as diagonais perpendi-
culares, ele é um losango;

b) bissectam os angulos internos.

23. a) Mostre que a mediana relativa a base de um tridngulo isésceles é perpendicular a base e €
bissetriz do dngulo do vértice.

b) Mostre que se um tridngulo € isdsceles, os dngulos da base sio congruentes (isto €, tém
a mesma medida).

¢) (Reciproca de (b)) Mostre que se um tridngulo tem dois dngulos congruentes, ele € isésce-
les.

24 Mostre que as bissetrizes de dngulos adjacentes suplementares sio perpendiculares.

Sugestdo: Exercicio 3
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25. Mostre que a soma dos quadrados dos comprimentos das diagonais de um paralelogramo é
igual 4 soma dos quadrados dos comprimentos dos quatro lados.

Sugestdo: Mostre que 0 C
Na v iF+ 1d =V I =2 (1 + v k) >
A e B
26. Mostre que
- - - - i .
a) lIx+yli<Ilxli+Iyl(propriedade triangular)
- - > -
b) [xli—-llylh<lix-yll
> - > o> > > )
¢ Ix-yl=lxllllyll ® x,y sfo lineares dependentes
Sugestio
- - - -
D) IX+yIP = IxIP+2x-y+Iy . Use x-y<ix-yl<IxIUyl
(Desigualdade de Schwarz.)
b) A desigualdade equivale a
-> > -
—IX =y I<IXU= Iy I<IX =Y.
> > 3> >
Escreva x =(x — y) +y. Use a parte a.
- -
— - — —_ = ” v ” - ” u ” - —
27. Sendo u#0, v#£0, w = u+ v, prove que w forma angulos

B n+ v e i+ 1Vl

- -
congruentes Com u e com v.

28. a) Prove arelagdo de Euler

BA-DC+AC-DB+CB-DA=0
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b) Prove que se um tetraedro tem dois pares de arestas opostas ortogonais, as duas arestas

restantes sio também ortogonais.

c) Prove que as alturas de um tridngulo passam por um mesmo ponto (este exercicio ja foi
proposto no Capitulo 4; usando a relagio de Euler, sua resolu¢io fica muito simplificada).

29. O objetivo deste exercicio é resolver a equagdo

> -
X *u

=m

CEX )

Vamos tentar visualizar geometricamente o conjunto-solu¢io V da mesma. Como

-> -
. —> X *u -
proj » x =
u ull?

-
.. . m
projecdo sobre u € “_’"2
u

Esta observagio ja nos dd uma idéia de V.

Tomando O € E2, e sendo

N
m u

P, =0+ T ,VEMOS que se
luliul

P pertence ao plano 7 que contém
—> I g
P, e é ortogonal a u, entao x = OP
-
¢ solugdo, pois a proje¢do de x na
-, m - ‘e e s
dire¢do deu € -, u e ¢ fdcil
lul
nd -~
se convencer que todo x solugdo de

(a) se obtém assim.

Entao
-
—_ - — —_— m u
0 P +OP, =P_P - =
ullfhull

o}
- -
mou
- nen g
X
— leo
P |
7 1
1-’
u

> -
(*y Cuaso u =0, acquagdo nio tem solugdo s¢ m # 0, ¢ qualquer x € v? ¢ solugdose m =0.

()

u (Exercicio Resolvido n® 7), temos que V é o conjunto dos X cuja



e e d -> g -> -
P,P = Aa+pub, logo X=Aa+ub+
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- - . .
Tomando a e b vetores linearmente independentes e paralelos a m , podemos escrever

m

2
fall

—

u (7)

Quando A e 4 percorrem R, ; percorre V, o conjunto solugdo de ().

Para justificar rigorosamente as afirmagdes, indicamos os passos seguintes, deixados como

exercicio.

Considere a equagio homogénea

30.

31.

=0 (@0 (8)

-
Vamos fixar uma solugdo particular de ( « ), que denotaremos por X, .

a)

b)

d)

- -

Mostre que o conjunto-solugdo de () é o conjunto dos vetores da forma Aa + ub, onde A
> >

e i percorrem R e a e b sdo dois vetores fixados, linearmente independentes e ortogonais

-
au.

- > > .
Mostre que se x ¢ solugdo de (@) entdo x — x, € solugdo de (B) (isto ¢, existem A\, €R
. - > -> > —> , -
tais que X = X, + Aa + ub) e que todo x dessa forma é solugdo de ().
-
mu
— ¢ solugdo de (a).
u

> —_
Mostre que x, =

Conclusdo: de (a), (b), (c) concluimos que o conjunto-solugdo de () ¢ formado pelos_;(

dados por (y), onde A e u percorrem R.

Resolva o sistema

-
u

-

=m v#0)

- > - 4 . .
Mostre que se E = (e;,e,,e;3) ¢ F= (?1 , Iy ;?3) sdo bases ortonormais, entdo a matriz M de

mudanga de base de E para F satisfaz M. Mt=Mt! . M =1, onde I é a matriz identidade (ma-

trizes com tal propriedade chamam-se matrizes ortogonais).
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Sugestdo: Sendo M = (aj;), use as relagGes

0,sei+j
-
£ fj=
l,sei=j
para concluir que
a’ +a? +a? =]

11 21 31

2 2 4.2 -

ay, tay tay, =1

2 4.2 4.2

aj taytagy =1

a.a, ta,a, +ta,a, =0

11712 21722 31732

a,,2,; ta,a,, taja,, =0

a.,a, ta,a, t+a_,_a

2813 Ty T53,285,

e dai que Mt .M =1
Observagdes (verifique-as!)
1. Méortogonal < Ml=Mt

2. Mé€ ortogonal ¢ o produto escalar de dois “vetores-coluna” (linha) é nulo se eles forem
distintos ¢ igual a 1 no outro caso.

3. SeM é ortogonal, entdo detM é 1 ou —1.

32. Reconheca as matrizes ortogonais:

a)[ 1 0 1 nl 1 0 0
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) BE ! 0 W Q| — 0 -
c — —— — —
2 2 V2 £
1 V3 0 1 0 1
2 2 V2 V2
0 0 1] 0 1 0o |
[ 1 2 2 ] [ 6 ]
— — — — 3 2
o 3 3 3 Dl 7
) 1 2
— - - — 6 3
3 3 3 7
2 1 =2 = ) 6
|3 3 3 | 7 ]
33. Ache as inversas.das matrizes ortogonais do exercicio anterior.
34. Mostre que uma matriz ortogonal 2 x 2 deve ser de uma das formas
cosa —sena cos a sen a
ou
sen o cosa sena  —cosa
S_ugestio a b
M= ,detM =% 1. Iguale: M~1 =M.
c d A 8
35 l
- Na figura ao lado, temos um cubo de aresta |
unitdria. Considere os vetores D I ¢
_> = D‘—l? E; = l)_é ?3 = ﬁ | |
_ —
U=CD + CB, v=DC+CB LE F
e w=GC. /
/7
4
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36.
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- > >
a) Explique por que E = (e, ,e;, e3) é uma base ortonormal.

b) Calcule as coordenadas de K,Ve W em relagdo a base E. Calcule H—J it el 7”.
. u v
¢) Mostre que F = (fl,—tz,?;) ¢ uma base ortonormal, sendo ?1 = — ,—fz =—=-¢
|

lul v il
% =w.

d) Obtenha a matriz M de mudanga da base E para a base F e a matriz N de mudanga de F
para E (veja o Exercicio 31).

e) Calcule as coordenadas do vetor HB em relag3o 4 base E e em relagdo 4 base F (veja o

Exercicio Resolvido n9 5).

, > »__1
Seja E = (i, j, k) uma base ortonormal. Sendo u=-—— (i+j—k)

- 1 > > > -+ >
w= Ts (2i —j + k), prove que F =(u, v, w) é uma base ortonormal e calcule as coordena-

> &> o5 o>
das do vetor a = 3i — 2j — k em relago 4 base F (veja o Exercicio Resolvido n% §).



CAPITULO 9

ME]

BIBLL(JT it

ORIENTACAO DE V3

®  Considerages intuitivas

Provavelmente, vocé vai achar muito estranho o objetivo deste capitulo: queremos ‘‘orientar
0 espago”. A primeira vista, ndo ha nada de intuitivo nessa idéia, mas antes que vocé pense que
se trata de “loucura de matematicos”, vamos fazer algumas analogias.

“Orientar uma reta r”’ vocé sabe bem o que é. Trata-se de escolher um sentido para r. Como
dizer isto de modo preciso? Ora, fixando um vetor v£0 paralelo a r, podemos considerar a classe
A de todos os vetores que tém mesmo sentido que v, e a classe B dos que tém sentido contririo
(isso foi deﬁ_r)lido no Capitulo 1). Indicando por V! o conjunto dos vetores paralelos a r, vemos
que V! — {0} = AUB e AN B =¢.Qualquer vetorde Ad4 aretar a mesma orientag3o, e qual-
quer vetor de B dd i reta r a mesma orientagdo, contréria 3 anterior. Podemos entdo dizer que
A e Bsio as duas possiveis orientagGes de r (ou de V'), Escolhida uma delas, r (ou V') esta orien-
tada. Repare que, na prética, tudo consiste em escolher um vetor LI (portanto ngo-nulo) paralelo
ar, e classificar os vetores ndo-nulos paralelos a r pelo critério do “sentido”.

E se quisermos orientar um plano #? Intuitivamente falando, trata-se de escolher um sentido
para as rotagBes desse plano: hordrio ou anti-hordrio (como vocé sabe isto é muito til em Trigo-
nometria, por exemplo). Vamos dizer isso usando uma linguagem semelhante i utilizada no caso
da reta. Inicialmente adotamos um critério de comparagdo entre pares ordenados LI de vetores
paralelos a m: diremos que (1_1),_\/’) ¢ um par hordrio se a rotagdo queﬁdeve realizar para se super-
por av pelo caminho mais curto (é claro que estamos falando dos representintis) for no sentido
dos ponteiros do relégio; caso contrdrio; dizemos que o par ordenado (u, v) € anti-hordrio.

' 77

N
4
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Consideramos, entdo, a classe A dos pares horérios ¢ a classe B dos anti-horérios. Cada par ordena-
do LI de vetores paralelos a 7 pertence a uma s dessas classes. Dizemos entdo que Ae Bsdo as duas
possiveis orientagoes de 7 (ou do conjunto V? dos vetores paralelos a 7). Escolhida uma delas,
7 (ou V?) esta orientado. Observe que na pratica tudo consiste em escolher um par ordenado LI
de vetores paralelos a ™ e comparar os demais com ele pelo critério descrito acima. Observe ainda
que se dois pares s3o da mesma orientagdo, um deles pode ser deformado continuamente até se
superpor a0 outro, respeitada a ordem dos vetores, sem que se perca a independéncia linear em
nenhuma etapa do processo.

Cremos que agora a idéia de orientar o espago jd lhe parecerd menos esdrixula. Intuitiva-
mente falando, as bases E = (E: , ?2, ?,) e F= (Tl ,_1'2 ,‘{3) tém mesma orienta¢do se uma delas
pode ser deformada continuamente na outra, sendo que durante a deformagdo os trés vetores
nunca deixam de formar base. Veja a figura.

vl

f, &

Ela ilustra o fato de que E e F tém mesma orientagdo. A figura seguinte, por outro lado,

~> -> —> ~ . - . N
mostra que E,=(¢,, €;, -€3) ndo tem mesma orientagdo que F, pois vocé consegue deformar
. - = - . : &

continuamente E; =(e,, €,, -€3) em F, mas vai haver um instante da deformagio em que oS

trés vetores ficam linearmente dependentes. )
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Outro critério que se usa com freqiiéncia, na Fisica, para comparar duas bases quanto a orien-

tagdo é classificd-las em dextr6giras (as que obedecem a “regra do saca-rolhas”, ou a “regra da mao
direita™) e levégiras (as que desobedecem). Veja um livro de Fisica ( * ).

Como tudo isso envolve um forte apelo 2 intui¢io geométrica, surgem dificuldades na tenta-
tiva de formalizagdo. E possivel no entanto dar um tratamento rigoroso e provarque E e F tém

mesma orientagdo < a matriz de mudanga de E para F tem determinante positivo.

Nessas* condi¢des é para nds mais comodo usar esta caracterizagdo como defini¢do de bases
de mesma orientagdo. A formulagdo matemiética de deformagfo continua nos levaria além do
objetivo deste livro. Enviamos o leitor interessado ao Capitulo II, § 10, do livro Introduction to
Modern Algebra and Matrix Theory, cujos autores sdo O. Schreier e E. Sperner.

Confira agora a sua intui¢do do que sejam bases de mesma orientag3o nos casos:

f.
a) P >
,/
2 fi
4 i
, :
} N—
————— NN —
[
t N "1

(*)  Por exemplo The Feynman Lectures on Physics, de autoria de R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands,
Editora Addison-Wesley, 1966, p. 204, vol. I.
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c) :s 'f:
g, f,
3
K| . F A
d) 2 -
fy

; A
T ]

(Respostas: E e F tém mesma orientagdo nos casos a) e ¢), e orientagdo oposta em b) e d)).

Definigio 1

Sejam E, F bases de V>. Dizemos que E tem mesma orientacdo que F se a matriz M

-1
de mudanga de E para F tem determinante positivo. Nesse caso, como FM, E,e det(M™1) =
1 . - . R
= FrEvEE resulta que F tem mesma orientagdo que E. Dizemos entdo que E e F tém mesma
aet

orientac3o. Quando duas bases n3o tém mesma orientagio elas se dizem de orientagdo oposta.
Com isto. as bases de V* ficam divididas em duas classes, que podem ser dadas assim: escolha
uma base E de V>. Considere todas as bases cujas matrizes de mudanca para E tenham determi-
nante posttivo. Essas bases formam uma das classes, digamos A. As outras bases, isto €, aquelas
cujas matrizes de mudanca para E tém determinante negativo, constituem a outra classe, B.

Observagio Pode-se provar que (faremos parte disso adiante).

1. Duas bases quaisquer de A tém mesma orienta¢do, o mesmo sucedendo com duas bases
quaisquer de B
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2. Uma base qualquer de A e uma base qualquer de B tém orientagdo contraria.

3. Asclasses Ae B nio dependem da escolha da base inicial E.

Defini¢do 2

\
Qualquer uma das classes A ou B, se chama uma orientacio de V>. Escolhida uma

delas, dlzemos que V2 estd orientado e nesse caso as bases da classe escothida sdo chamadas

positivas (e as da outra, negativas).

1.

2.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Prove que se E tem mesma orientagdo que F, e F tem mesma orientagdo que G, entdo E tem
mesma orientag¢do que G. (Propriedade transitiva)

Resolugio
Sendo E—M> F, F —E> G, sabemosque E M—) G. Por hipotese,

detM >0 (E e F tém mesma orientag¢do)

detN>0 (F e G tém mesma orientagao)

logo det (MN)=det M. det N> 0, istoé, E e G tém mesma orientagio.

Prove a afirmagiio da Observagido 1.

Resolugiio

Tomemos duas bases F ¢ G de A. Entao, por constru¢do deA, sendo F —M-» EeG —Na» E,

-1 )
temosque detM >0 e det N>0. Massabemosque F —M—N—-> G. Entio,

det M
et N

det (MN~1) = (det M) (det N~ 1) =

Logo F e G tém mesma orientagdo.

Quanto a 23 parte: tomemos H e J, bases de B. Sendo H—R->E e J —T> E, temosque
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-1
det R < I = detT. <0, pelapropria definicdo deB. Entdo, por ser H __I_{l___) J e
- -1 det R . N .
220 RT™ - =detR MetT™ " = et T > 0, concluimos que H e J tém mesma orientagdo.
e

- > > - - > = n . .
5. Mostre que as bases E = (e, €,,€3) e F=(—€;, e,, ¢;) tém orientagdo oposta.

Resolugao

Sendo E—&»F, temos

-1 0 O
M = 0O 1 0
0 o0 1

Logo det M= —1 <0, e a afirmagio segue.

- > > . - >
4. Mostre que se as bases E = (u,v,w) e F = (u, v, r) tém mesma orientagdo, e r // w, entdo
- - i e . . - -
r = Aw,com A> 0 (isto é, r e w tém mesmo sentido). Em particular, se lIr [{ = || w I, resulta

- =
A=1e portantor =w.

Resolugio

Sendo E —M—* F, temos, pondo7= A ;v>, que
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-> - —> -
Por hipbtese, det M > 0, logo det M=A>0. Casollrh=Hliwll, de lirli=llAwll=
|)\I||;|I=A||;l|resultak=1.

f

Facga uma figura para entender geometricamente este resultado.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Verifique se as bases tém mesma orientagdo, ou orientagdo oposta nos casos

> > > - > >
Idem para E=(e;, e;,e3) ¢ F=(f;, f;, f3) nos casos

- > 5> -

> > > - -> -

a) f;=2,;—-¢e;—e;3 b) f;=e teyte; o f;=e
-> - - -> = -> = - =5 o>
f2= el—e3 f2=el—62 +e3 f2=82 +83

> - > > o> o -
f3 €q f3=el+ez"‘e3 f3=el+e2
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3. Prove que “ter mesma orientagfo” ¢ uma relagdo de equivaléncia, isto é:
a) E tem mesma orientagdo que E (propriedade reflexiva);
b) se E tem mesma orientagio que F, entdo F tem mesma orientagdo que E (propriedade

‘simétrica);
L 4 -

¢) se E tem mesma orientagio que F.e F tem mesma orientagdo que G, entdo E tem
mesma orientagdo que G (propriedade transitiva).

4. Prove a afirmagdo feita na Observagdo 2.

5. Prove a afirmagdo feita na Observagdo 3.
Sugestdo Sejam A’ e B’ as classes obtidas pela escolha de E’.
19 caso: Suponha E e E’ de mesma orientagdo.
Entéo prove que A’'=AeB’=B.
29 caso: Suponha E e E’ de orientagdo oposta.

Entdo prove que A’=B, B’ =A.

.

- 5> o . .
Dada a base E = (e, €, €3), considere as classes A ¢ B como no texto. Decida se FEA ou

> > -
F<B sendo F =(f,, f;, f3), nos casos

—- - - — - —
;= e tey —2e; b) e, =-2f,
- - - -> —>
.= le, te, e2= f, _—f;
-_ - - . - > > -
3T e, tey e3= 1) +f; +f;

- = —- - - -
7. Sendo E = (e,, £;, ¢3) uma base positiva e F = (ae,, fe,, ye3) também, qual a rela¢do entre

os nameros a i, v?
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-
v,

- -
8. Mostre que, sendo E = (17, ;v’) eF = (u,v,?) bases de orientagdo oposta, e ?// ;v’, ent3o

>_ > T . (. . > >
r= Awcom A <O (isto é, r e w tém sentido contrario). Em particular, se r e w tém normas

. ) -> ->
iguais, resulta A= —1 e portanto r = —w.



CAPITULO 10

PRODUTO VETORIAL

-> o>
Dados os vetores u e v, vamos definir um vetor a partir deles, chamado de produto vetorial de

-> > R -> = s . 3 .
u e v, 0 qual indicaremos por u  v. Para isso, deveremos orientar V2, como se verd.
Definicio
F1xemos uma orientagio de V3. Dados Ue v de V? definimos u v produto
vetorial de u e v da seguinte maneira:

-> >
(i) se u e vforem linearmente dependentes,

> >
uaAv

-
=0

A

-> > > -
(ii) se u e v forem linearmente independentes, u A v serd o vetor com as seguintes caracte-

risticas:
- - >
v a) [ju A v || é igual 2 4rea de um pa-
- alel definid Tew,
i ralelogramo definido por u e v,
! h=1vlsend / )
Q! / isto ¢,
3 o/
> —-

> > > >
luavil=llull lvifsen®
86
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. u - >

onde § é a medida do édngulo entreuev.
> -, -7 >
b) u~véortogonalaueav.

- > > "
¢) (u, v, u ~ v) é uma base positiva de V3, (Veja a figura.)

/
. .
. . Atencdo: JAMAIS cometa o -erro de
€ 1 usvy escrever
s T
unav=|lullllviisen 8.

Isso ndo faz sentido, uma vez que

€2 - - o
u ~ v é um vetor ¢ 0o 2° membro

da igualdade acima é um nimero real,

. - e d ) N
v O ndamero ||ull|l vl sen @ é, isto sim,
> - i
a norma do vetor u ~ v. Como, porém,
vale para o produto escalar a igualdade

> > > =
u+v=|lullllvlicos@

=

(o produto escalar é um nimero real!) vocé sera tentado muitas vezes a cometer aquele erro.
CUIDADO!

Observacgio
Da prépria defini¢do resulta que v s80 linearmente dependentes. Em
> 5> ¥

particular, u Au =0.

Proposi¢do

iy o - >
Seja (i, j , k) uma base ortonormal positiva. Entao, sendo u = (xy,¥1,21), V =(X3,¥2,22)

relativamente a essa base, tem-se

rg e T
i j k
- >
Uav=1X Y1 4y

X2 Y2 Z2

onde o determinante formal deve ser interpretado como sendo

Yi 23 N Z; X N X1 Y1
i+ it

Y2 22 Z; X2 X2 Y2

=~}
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Demeonstracao
Seja
1
L 'y oz 2 X1
w = | it _ j+
| v2 = vZ2 X2

=y

. -> - . - - - -
(i) seu ev forem linearmente dependentes, entdo ouu =Av ouv = Au;logo,

X1 = AXx, X3 = Ax,
oud y,; =Ay, ouy y2 =Ry,
Zl=)\22 Zzzle

logo todos os determinantes em (1) sdo nulos.

Dai

- 5> > -
w=0=uav

- -
(ii) Vamos supor agora u e v linearmente independentes.

2
a) Yir. 41 Zy

- 3
Ilw il

n
+

Y2 22 Zy

Agora,

(V122 —¥221)2 +(21 Xg — 22 X2 + (X1 Y2 — X, y1)?

o AVIE = ISP UV ¥ sen? 8 = [l IVIP (1 — cos? §)

ISP WS — (- w? =

]

- 2 > 2 -> 2 —)2
a1 v I =N ll” v )I® cos® 6=

2
(Xf +Y§ +zf)(x§ +Y§ "‘Zg) —(x1 X2 +y1y2 Y21 22)
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b)

¢)

Um célculo simples nos mostra que esta expressdo ¢ igual a (2), logo

- 2 > — 1
ffwll” = lluavll,
ou seja
p]
L -> -
‘ fwll =lluav(|l (*0) (3)
z z X X
N Y1 1 1 1 1
weu = x; + y; t Z) =
Y2 2 Z; X X2 Y2
X3 Y1 7%
=1x Y1 21} = 0
X2 Y2 2
> >
Analogamente, w *v = 0.

- o> =
Assim, w lu, wlv, donde
> > -

w/luav (4)

~

Vamos mostrar que (ﬁ);;, Q’) é uma base positiva, e portanto, pelo Exercicio Resolvido n? 4

do capitulo anterior,

-> = ;
e u A v tém mesmo sentido (5)

. - 5> -
De (3), (4), (5) seguird que u A v= w, concluindo a demonstragio.
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A matriz
Xy X2
M= Y1 Y2
Z 7y
L.

¢ a matriz de mudanga de

terceira coluna vem

Yi 4 Y1
detM =

Y2 L2 |7,

Yi 7 Z

Y2 Z7] |2,

Yi 4 ]
Y2 22
Zy Xy
Z; X2
X1 Y
X2 Y2 ]

> —> -5 >
@,j, k) para (u,v,w) (verifique!). Desenvolvendo det M pela

Z2] 127 X2] |21 Za| [X2  Y2| |Y1 Y2

X (X1 Y1
+ = Iwl?

= |lw]]">o0.

X7l [X2 Y2

> > > . > > >
Logo a base (u, v, w) tem mesma orientacdo que a base (i, j, k), sendo portanto positiva.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

- — - -
1. Calcule u ~ v sendo u = (1, 2, 3), v= (-1, 1, 2) (referidos a uma base ortonormal positiva

a5 K).
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Resolugio
-> -> ->
i ] k

BAv=l1 2 3| = 2.2=-1.3)T+(-1).3-1.2)T+(1.1-(-1).2)K=
-1 1 2

=7-57+3K=0,-5,3)

> > D
Prove que se (i, j, k) é uma base ortonormal \
positiva, entio o diagrama ao lado nos d4 /
-
todos os produtos vetoriais entre os elementos T k
. D sl
da base de acgrdo com a regra: o produto

vetorial de dois elementos é o outro ou seu oposto, conforme se siga ou nio a flecha. Assim

- - > - > > - > - -> > 2 - 2> 2> o> 5> >
l/\j=k _]Akzl k,\1=] JA1=_k kA_]--—l lAk=—_]
Resolugio
Por exemplo:
- - -
i j k
TA5=11 0o o] = of+of+1K-=&
0 1 0
- - -
i j k
> > -
iak= 1 0 0 = 0i-1j+0k =4 etc.
0 o 1
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3. Calcule a drea do tridngulo ABC, sabendo que, relativamente a uma base ortonormal positiva

- > -

(. j. k). c
=(1,1,3)
CB = (~1,1,0) A= °
A SR R ~ /
~
~ . /
~ - /
Resolugio ~
D

Sabemos que a 4rea procurada € metade da drea do paralelogramo ADBC (ver figura), a saber

1] = —
> || AC ~ CB ||. Calculemos

- -> >
i j k

— —

AC ~CB = 1 1 31 = (-3,-3,2
-1 1 0

Lnag.Bi =2 1 V22
TACACBI = Sl (=3,-3,2) [l = = V9+9+4 = ——.

2
- - -> -
4. Mostreque uAvV = —Val
Resolugio
- 5> 5> >
Basta calcular u ~ v € v A~ u conforme a Proposigao 1.

Vejamos agora propriedades do produto vetorial.

> 5> > >

Proposicio 2 Para quaisquer u, ujy, u,, v, vl,vz de V3 e A €R tem-se

—> - - ->
1. UA(V1+V2)—UAV1+UAV2
- -

(UI+U2)AV-U1AV+U2 AV
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2. WAV =(Nu) AV =A(BAv)

-> —>ca
= —VAU()

> -
uay

Demonstragio

S3o todas decorrentes facilmente da férmula dada na proposigdo anterior. A titulo de
exemplo, mostraremos que

=> > >
Tomada uma base ortonormal positiva (i, j, k), escrevamos

5
u = (x,y,2)
>
vi = (X1,¥1,24)
>
Va2 ~ (x27 Y2,22)
Entio
- - -
i ] k
-> —> -
una(vy tvy)=| x y z =

X +tx; yrty:, zytz;

y z z X X y
- - 2> _

= 1+ J + k_

yity:, z;tz, zy +z;, x; +Xx; X; tx, Y1ty

y z y z zZ X zZ X

>

= (| + )i+ ( + )T+

yl Zy y2 2'2 Z X3 Zy X2

(*)  Jd provado no Exercicio Resolvido n© 4.
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X Yy X Yy
>
+( + )k =
X1 Y1 X2 Y2
y z z X X y
-> -> -
= i + ]t k +
Y1 z4 ESRRS| X1 Y1
z
y . z X N Xy
-
+ i+ i+ T =
z
2 22 Z, X
Y 2 72 X2 Y2
- > > -> > -
i j k i ] kl
= X y z X Yy z
-> - - -
XUyr 1| Y%y y, 2] T UsaVituaw
- _ -> = - - . A—) Y aa .
Atencdo Na expressdo u ~v + v A w, cuidado para ndo errar ao pdr v em evidéncia, escre-
> o> > )
vendo v ~ (u+w). O correto é:
e S S - - -> - - > -
UAVH VAW S UAV —wWaVv=(U—W)AvV
ou entdo
-> - -> > > 5> 5> o - - -
UAVHF VAW T —vau+vaw=va(—u+tw).

EXERCICIOS RESOLVIDOS (Continuagio)
> > > - |
3. Mostre que o produto vetorial nfo ¢ associativo, calculando (j ~j) ~ i e j ~(j A—IS. |

Resolucio:

K
> > > > - )
/ \ FAGAD =T =
g '
S

logo
> > > -> >
GADai#TAGAD
-> > -> - -> -
6. Valeocancelamento uav=ua~w = v =w?
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7.

Resolucio

Cuidado, aqui € fdcil errar. A resposta é ndo. Eis um procedimento correto:

-> > -> - -> > -> - - - - > -> - > -
UAV = UAaW @ UAV —UAaWw=0®un(v-w) =0* uev-—-wsiolLD
- - - >
a obter um contra-exemplo, tome u = (1,0, 0), v=(6,0,0), w=(1, 0, 0). Entdo v # w, mas
> 2> o5 5
v=0=u~w.

Mostre que o produto vetorial de dois vetores muda de sentido ao se trocar a orientagdo de
V3. Mais precisamente, sendo A ¢ B as orienta¢des de V2, e indicando por ~ e X os produtos

vetoriais relativamente a A e B, respectivamente, entdo

g

- - - _ -
UAvV = —UAYVY

Resolucio

-> = . - . . . —> >
Se u e v forem linearmente dependentes, entdo a igualdade acima se verifica (0 = —0).

> 5> o> o
Sendo, temos que u ~v e uX vtém mesmo modulo, e mesma dire¢do, de acordo com a defi-

ni¢do de produto vetorial. Entdo

> o>
uaAyv

- -
= €EURvV (a)

sendo € = | ou €= —1. Para decidir isto, observemos que pela defini¢do de produto vetorial,
- > > - > > .
(u, v, u ~ V) EA, e (u, v, u X v)EB. Entdo, o determinante da matriz M de mudanga de base

da primeira para a segunda base deve ser negativo. Mas

B 7
1 0 0
M = 0 1 0 det M=¢€
0 0 €
. —
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e como deve ser det M <0, resulta e <0 donde e=-1. Substituindo em («) resulta a

tese.

EXERCICIOS PROPOSTOS

< P g
E fixada uma base ortonormal positiva (i, j, k).

-
(3]

SO

[ A 1 noOs casos
' - -
‘a) u=(6, -2, -4), v=(-1,-2, 1)
- -
b) u=(7, 0, -5), v=(1, 2-1).
- -
0 u=(, -3, 1), v=(11 4).
d u=@Q, 1, 2, v=1(4, 2, 4).

Calcule 0 momento em relagdo ao ponto O da forga T= (—1, 3, 4), aplicada ao ponto P1tal
— —>

que OP=(1,1,1) (este momento é OP A ).

i )

v

- -
é Sendo (full= 1, lflvl]l=7, calcule

N
A medida em radianos do dngulo entre u e <

—
v

- - 3->
zaviellzua~—vl.
3 4

Sendo ABCD um tetraedro regular de lado unitdrio, calcule i AB ~ ACI.

. —> —_—
Caicuxe & 22z 20 raralelogramo ABCD, sendo AB=(1,1,—1) e AD=(2,1,4)

— — ‘
! Calcuie a area &o trdngulo ABC, sendo AC=(—1,1,0) e AB=(0, 1, 3).

Ache um vetor unitino ortogonal a u= (1,-3,1) ea V= (-3, 3, 3).
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- - —>— >
Dadosu=(1,1,1), v=(0, 1, 2), ache uma base ortonormal positiva (a, b, c) tal que

(i) a//u, atem mesmo sentido que u. UFPE © CEN
— - N
(ii) b é combinagdo linear de Ve v, e sua primeira coordenada é positiva. mil

BIBLICk SO A

Resolva o sistema

- => >

X+ (2i+3j+4k) =9

- > > > - -
Xa(-Ht+tj—-k)y=-2i+2

10. Ache ;talque ;A(_i'f];):z(_ffj’_f)) e “;’u:\/&'

11.

Sabe-se que_; é ortogonal a (1, 1,0) e a (=1, 0, 1), tem norma V 3 ¢, sendo § a medida do

angulo entre x e (0, 1, 0), tem-se cos 8 > 0. Ache X

> > > > - —>
@Prove que luaviP +(u-v)y=1lulivi2

13.

14.

15.

16.

Prove que

- S 9 > 2 > 2
a) JNuavlE<tull vl

- - - - - -
b) Huavli=1llullliviie uly

Prove que (1_1)+_V>) A (K —7) =2 (VA K)

e —> .
Provequese u+v+w = 0 entdo

- > - > -> -
(a) uUAV=VvAwW=WwWau
- 5> > o> -> - -
(b) UAV+VAW+WAu=3(UAV)
- - > > o > o - -
Proveque(u—Vv) Aa(V=—W)=UuAavV +Vaw+ wau
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- -> >

- - - = —- - - - - - -
17.Proveque(u—t)A(v—w)+(v—3z\(w—u)+(w—t)A(u—v) 2(UAV+VAW+WAU)

-
18. Se — w sfo linearmente dependentes. Prove

°¢

- - -
19. Prove que se u e v sdo linearmente independentes, ¢ w ~ entdo w 0 Inter-

prete geometricamente.

- - - = - -> = - = .
Provequese u-v=0¢ uav=0 entdo u=0 ou v=0. Interprete geometricamente.

| AB ~ AC Il
21. Prove que a altura do A ABCrelativa ao lado ABmede h = —————
I AB |l

@alcule a distincia do ponto C a reta r que passa por dois pontos distintos A e B.

@ Exprlma a distdncia entre duas arestas opostas AB e CD de um tetraedro ABCD em fungio de
AB DC AD.



CAPITULO 11

DUPLO PRODUTO VETORIAL

- -> . -
Queremos neste capitulo achar uma expressdo para (u ~ v) A w.

-> - > >
Vamos supor inicialmente que u e v sejam linearmente independentes. Como u v é ortogonal

aueav engv)Aw é orto-

gonal au~v entio resulta que
> > >

(u N V)A w, u, v sio paralelos »
a um mesmo plano, isto €, sdo J
linearmente dependentes (veja a
figura). Logo, sendo (:,7) LI, exis-
tem A e u reais tais que

%4

> o

- - -
(Uuav) Aw=2Au

tuv

(veja o Coroldrio 2 do Capitulo 5).

prdirding
Para determmarmos ANewu, escolhamos uma base conveniente. Seja (i, j, k) base orto-
->

normal positiva, com Et paralelo a u ] coplanar com u ev.
99
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EntZo, podemos escrever

X w
Il) = (x19 0’ 0 )
j >
‘i‘ v = (X2,y2,0) (2)
.V. ‘_N)= (X3, )’3s23)
u
Daf
-> - -
i j k
UAV= x; O 0 = (0,0 %x; ¥2)
X3 Y2 0
Portanto
- - -
i j k
> - >
(uAav)Aw = 0 0 Xy2| = (=X1¥2Y3,X1Y2X3,0)

X3 Y3 Z3

Comparando com

AT+ gy = A(x,00) + p(xg,¥2,0) = (A\X; X5, 4Y2,0) (conforme (1)) resulta:

—X1Y2¥3 T AX; tUX,

X1Y2X3 = MY,

Mas y, # 0 (por qué? ). Logo, a segunda equagdo fornece
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K= X;X3 (3)
Substituindo na primeira equag¢do vem

—X1¥2¥3 = AX; X X3 X2
e dai por ser x; # O (por qué?) resulta

A= —(Y2 Y3 + X3 X3) (4)

Observando (2) vemos que (3) e (4) ficam u= u- ;v: A=—ve-w. Substituindoem (1) resulta

-5 > - -> > > 5> -
UWav)aw=—(v.wu+(u-w

+
<y

(5)

- —
Fica a seu cargo a demonstragdo de (5) no caso em que (u, v) é LD; lembre-se que nesse caso,

- - - -
u=av ou v=8u.

Pode-se provar facilmente (exercicio) que

> > o > > > >
u v—;s

Avaw) =(u-w)v—(u- w ‘ (6)

Observacgdes
1. Podem-se memorizar estas duas fémulas lembrando:

a)  que o resultado € combinac¢do linear dos vetores entre parénteses; coloque-os na ordem
em que aparecem entre parénteses.

@aVaw=( du (Vv
TaGam=( v  ()w

b) o nimero que multiplica um deles é o produto escalar dos outros dois, a menos de sinal.
No primeiro caso, os parénteses estdo mais a esquerda, logo, o sinal — € na primeira

parcela:
- > - e e s e
(Uav)aw=—(vew)ut{u-wyv

No segundo caso, os parénteses est3o mais a direita; logo, o sinal — é na segunda parcela:

WA AW = (@ W)
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2. Jé sabemos que para definir produto vetorial hd necessidade de escolher uma orientagfo de

V3. Ora, existem duas escolhas possifveis; na figura, optamos por adotar a orientagio dextré-

- -
gira (observe o sentido de u A v), como usualmente se faz em Fisica.

EXERCICIO RESOLVIDO

Prove a identidade de Jacobi:

-> T = e Y
(UA;SAW+(WAU)AV+(VAW)AU=O

=

Resolugio:

WAV aw = —(@-Wu + @ WV
Wad)AV = —(@-VYw + (WD
(VAw)al = —(W-O)V+F-uw

Somando membro a membro as trés igualdades resulta a tese.

I

EXERCICIOS PROPOSTOS

> = -> - - > . : 3 i
Calcule (u ~ v) A we u a (v aw) diretamente, e depois usando as férmulas desenvolvidas no

' o=, -2y T=(6.-2.-4) ¥ =
texto deste capitulo, sendo u=(1, 5 2), v=(6,-2,-4), w 5 75), em

relagdo a uma base ortonormal positiva.
; -> —> - -> -S> - > o> - .
Prove a formula u A (v Aw)=(u - w)v -(u - v)w usando a férmula deduzida para
-

- e
(U ~v)Aw.

a) Suponhaque?l; e v.lu. Entio vale (;A:;) A_V;=KA(?A;V>).
b)  Suponha agora que 7»_{’\_;, ou v<u. Entio (KA_\;) A\_N>=_l:/\(;)/\\_v>) > vewli

nearmente dependentes.

©) Proveque(@ W)LD = (UaV)AaW=0n(¥Aw
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Mostre que

@AV AaWAD = —(VeWa
Se WLV, prove queu A @ A (@A (@A) = 131V
ProvequeKA(_v»A(;v»A'ﬁ) = (V-t UAaw—(Vew)

O objetivo deste exercicio é resolver a equagio

- > -
XAaUu=v

A

-> - -> > - _ .
onde u e v s3o dados. Observemos que se u = 0, entdo deve ser v =3 (sendo nfo existe solu-

¢30), e dai qualquer Xé solugfo. Vamos supor, pois, u#0.

- > - -
XAlu v, u

=v, u#0 @)

- > o> > > - -
a) Estudemos a equagdo homogénea x A u= 0 (u #0). Nesse caso x = Au(AER)d4 o

conjunto de todas as solugdes.

- -
b)  Observemos que se X, ¢ uma solugio de (@), entdo x também € se e somente se existe
- > - - - = - -> -»> >
A€|R tal que X = x, + A u. De fato, se x é solugdo de X A u=v, cOmMO X, A U = v, resul-
> -> > A . > - - .
ta, por subtragdo, que (x — x,) ~ u=0. Logo existe A€R tal que x — X, = Au. Reci-
- > -—
procamente, se X = X, + Au € ficil verificar que Xé solugfo de (a).

-
¢)  Vamos detemlinar uma solugio X, de (a). Para que (a) tenha solugfo é necessario que

> 5> -
u-v=0, p01s XAul u Agora observe que se xo Au=V multiplicando vetorialmente

-+ > > > o
poru vem(xoa u)Au vAudonde—(u u)x0+(xo wWu=vau

<t
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Como estamos procurando uma solugfo particular ;o, vamos supor _x:, 1l u, logo

-
u=6. Dai
- o> -> -
- VAl uay
T T )
Tajl lall

E ficil verificar que _):0 assim dado ¢ solugdo de (a).

d) Concluso: Xé solugo de (@) se e somente se existe AER tal que

- -
uaAy

-
X >
2
la i
-> >
(suposto u * v=0).

Geometricamente, fixando O €E® e fazendo P=0+ x sex percorre o conjunto das so-

lugBes de (@), P percorre a reta 1, paralela a u e que passa por P, =0+ x

<¢

[«]

- AN
X0 \‘
Po Au P=0+%X
8. Resolva o sistema
- > -
XAaUu=yv
-+ >
X°w=m
. o ) - L T e e e
utilizando o exercicio anterior. Suponha u*v=0, u#0, w#0, u*w+#0
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Resolva o sistema

;A(_;“"_j’):—l'f'_;
- > >
x-(1+j)=2

, . . . . > >
utilizando o exercicio anterior, e depois utilizando coordenadas. A base (i, j, k) é ortonormal
positiva.

Resolva o sistema

- <
X AU =0 (u#90)
> >
Xxeu=1

Resolva o sistema
-> 5> -
X Au=vy 617= 0,1?9&8)
> -
X*u=m

Resolva o sistema
> > > > > 5> > >
XAy=u (v#0,u-v=0)
- 5> =
Xty=v

=

Ache x tal que
- - - >
X+ u=m ((u,v)LD
-> o>
X*v=n

- -
Sugestio Considere mv - nu para obter um duplo produto vetorial,

=
Ache x tal que

-> -

X*u =m

-> > > > =
X*V = n ((u, v, w) LI)
- -

x‘w: p

Seja ABC um tridngulo de altura AH. Prove que AH¢ paralelo a (K_ﬁ ~ A_C>) ~ BC.

Sugestdo Calcule [(AB ~ AC) BC] ~ AH



CAPITULO 12

PRODUTO MISTO

Suponha que queiramos achar o volume V de um paralelepipedo como o da figura:

Sabemos que este volume € igual ao produto da drea de uma base pela altura correspondente.
- —_ 5> —> > — - > -
Sendo u = AB. v=AD w= AE, 6 amedida do angulo entre u ~ve w, h a altura relativa & base
ABCD, ¢ S a 4rea da base ABCD, temos
*)

(
V=Sh=llu ~vIiih =I5 vl Ilwilcosd|

-
(#) h=llwll lcosfl resulta da observagio de que o tridngulo AME € retingulo em M. O médulo em lcos 61¢
necessdrio, pois poderia ser /2 < 0 < 7.
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ou seja

- o5 o
V=luav-wl

\

-
U,

-
Defini¢do 1 Chama-se produto misto dos vetores u, v, w a0 nimero

x

e -> > -
[u,v,w] = uaAav-w

Observagoes

107

1. Nio ha necessidade de paréntesés na expressio VAve ;v), pois a UNICA forma de entendé-la é

‘ > > -
como o produto escalar de u ~ v (vetor) por w (vetor);nfo faz sentido pensar em produto ve-

. e - - s -~ - -
torial de u (vetor) por v + w (nimero real). Mas, se vocé quiser colocar parénteses, deve ser

. - > -
assim: (U A V) * W,

2. Do mesmo modo que no capitulo anterior foi necessdrio, na Defini¢do 1, escolher uma orienta-

¢do de V. Na figura anterior foi adotada a orientagdo dextrogira.

Proposi¢io 1 Sendo (T, I_};) uma base ortonormal positiva relativamente a qual K= (X1, ¥1,21),

- -
V=(X2, Y2, ZZ)’ w= (Xa, y3’ 23)’ entdo

X1 Y1 2
- > >
[uz v, W] - X2 Y2 2
Xa Y3 Z3
Demonstragio
> > >
i j k Y1 73 2y x X1
> - > 2>
uaAav-= xl Y1 % = i+ J +

Y

X2 Y2 2 Y2 2 Z; X, X2 Y2

=~y
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Yi 2 2 X X1 Y X3 Y1 4
- > -
UaAavew = X3t ys + 23= | Xy Y2 .2
Y2 2 Z; X2 X2 Y2 X3 Y3 Z3

onde a tltima igualdade se baseia no desenvolvimento do determinante pela terceira linha.

' > == —> = =
Coroldrio 1  Se (4, j, k) é uma base ortonormal positiva, ¢ (u, v, w) é uma base qualquer, entdo o

determinante da matriz de mudanga da primeira base para a segunda é [K,_v: ;1
Demonstragio Basta observar que, pondo

>,
= (X1,Y1,21) = X0 +y;j+ 2k,

>,
= (X2,Y2,22) = X0 +y,j + 2,k

¥y <) e

=y = =4

> .2
w = (X3,Y3,2Z3) = Xai +ysj + 23k,

a referida matriz é

X; X2 X3

Z, Z; Z3
e dai
X1 X2 X3 Xy Y1 4
- - & -
detM = |y, y, y3| = X, Y2 Zp | = [w,v,w],
Zy 2, Z X3 Y3 Z3

onde a pentiltima igualdade traduz uma conhecida propriedade dos determinantes, ¢ a Gitima vale
pela proposi¢do anterior.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

Calcule o volume V do paralelepipedo mostrado na figura anterior, sendo dados, relativamen-

te a uma base ortonormal positiva, AB= (1,0,1), BE = (1,1, 1), AD= (0,3, 3).
Resolugio

Com a notag¢do da figura, temos
U=AB=(1,0,1), v=AD=(0,3,3), w=AE=BE +AB=(1,1,1) +(1,0, 1)=(2, 1, 2).

Entio

1 0 1

- > >

[u,v,wl=|0 3 = -3,
2 1 2

donde V=|-3]=3.

Calcule o volume do tetraedro A B C D, conhecendo

-D
> —
u=AB = (x1,y1,21) ¢
w -’
- —
v=AC= (X3,¥2.22)
A
v
- —
w=AD = (x3,y3, 23), 8

relativamente a uma base ortonormal positiva.
Resolugio

Sabe-se da Geometria, que o volume em questdo é um sexto do volume do paralelepi-
pedo A B E C D F G H mostrado na figura:



110 Geometria Analitica: um tratamento vetorial

Entdo, por ser

X1 1
e
[u,v,w] = | X2 y2 2, s
X3 Y3 Z3

1
resulta que o volume procurado € 3 do valor absoluto desse determinante.

Proposigao 2 O produto misto:

1. ¢ trilinear, isto é,

- -> > = - > - - > =
[aul +6u2)v)w]=a[ulrvyw] + B[u2,v:w]

- - -> > - > - > -
[u,av, +8vy, wj=a[u,v,w] + B [u,v,,w]

> > - - B - = >
[u,v,aw, +Bw]=a [u,v,w;] + B [u,v, w,]

2. ¢ alternado, isto é, permutando dois vetores entre si, ele muda de sinal:

- > > —
[u,V,W] = —[V

£

’
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Observagio A propriedade 2 acima fica ficil de memorizar observando-se o diagrama ao lado. Se
vocé fizer o produto misto seguindo as fle-

chas, obterd os colchetes com sinal + . Se o

U e : (.

w fizer em sentido contrdrio ao das flechas,

obtera os colchetes com sinal — . E qual-

v quer produto “mum mesmo sentido” é o

oposto do produto “em sentido contréirio”.

e > > -
Por exemplo, [v, w,u] = — [u,w,v].
x ant

Demonstragio UFPE &
Ml

- - > > . = - -> > - - - > > .

® [au, +fu,,v,W]= (au; +Bu) avew = (au; AVHU; AV) W = BIBLI

- - - - > o - > > - >
au Avew+pu, avew = afuy,v,w] +8 [u,;, v, w]

- - -
® Sendo u = (x;,¥1,21), v=(X3,¥2,22), W=(X3,Ys, Z3), relativamente a uma base ortonor-

mal positiva, a Proposigdo 1 nos dd

Xy i 24 X2 Y2 2
- = = - > =
[u,v,w] =[xy Y2 2 |= —|X1 Y1 41|= - [v,u, w]
X3 Y3 Z3 X3 Y3 23
X2 Y2 22 X2 Y2 Zp
- = > - = =
[u’ \£ W] A B ST £ 41 = (“1) (—1) X3 Y3 23| = [V, w, ll]
X3 Y3 Z3 X3 V1 4

¢ assim por diante.
Deixamos como exercicio as restantes partes a demonstrar.

Corolério 2

- -5 - - > -
UAV*W S UV AW

(isto é, ~ e * podem ser permutados sem alterar o resultado).

N
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Demonstragio

Basta lembrar que

-> > - - o> - > > -

U*vVaw=Vaw-u= [v,w,u]
e usar a parte 2 da Proposigao 2:

- = —> > >

[v,w,u] = [u,v,w]

- -
1. [u,v,w] =0 < u,v,w sio linearmente dependentes.

-
, W] ndo se altera se a um fator se adiciona uma combina¢do linear dos outros dois (por

> > - —> —> - - -
exemplo [u,v,w] = [u,v+au+fw,w])
Demonstragdo

Com a notagdo da Proposi¢do 1,

X1 V1 2
—> > >
[u9 v, W] = X2 Y2 22
X3 Y3 Z3
- > > __ . .,
e vale 0 +# u, v, w sdo linearmente dependentes, como ja sabemos.

Quanto a outra parte, basta lembrar que o determinante acima ndo se altera se a uma linha se
adiciona uma combinag3o linear das outras duas.

EXERCICIOS RESOLVIDOS (Continuagio)

- - -
vV, V

3. Proveque [u+v, _1;

- - > > >
tw,u+w] = 2[u,v,w].

3

Resolugiio

Existem vdrias maneiras de resolver o exercicio. Uma delas é tomar uma base e aplicar
a férmula da Proposi¢do 1. Ai é s6 usar propriedades dos determinantes. Uma outra maneira é usar
sucessivamente a parte 1 da Proposigao 2.
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UFPE CCEN

- > o 5> > 5> > o e e
[u+v,vtw,u+w] = [u,v+tw,ut+w] + [v,v +w,u+w] = MEI
/\ \ BIBLIOTECA
- > > > 5> > > o> 5> > > > 5> > > -
= [u,v+w,u] +u,v+w,w] +[v,v,utw] +[v,w,u+w] =
—_—— ——
=0 =0

- > -> -
u-w u-t
- - - o
4. Proveque (U AV)* (W At) =
> - -+ >
vew vt
Resolugio
>SN 5 o - > -+ - -> > > > > >
(uAv)-(wAt)=u-vA(wat)-u-((v-t)w—(v-w)—t>)=

-> > -> -

u'w u-t
> % > > > > > -
=@ )@-w-(-w(u-t) =
- > -> -
V*°w vet
(*)
. . . N - o> - - >
Na primeira igualdade usamos a propriedade u ~ v*w = u-v AW, e nasegunda, a expres-

sd30 obtida no Capitulo 11.

> > - >
5. Sejamresretas, u # 0 paraleloar, v 0 paraleloas. SejamPer, Qe€s.

(*)  Vejao Coroldrio 2.
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—> 5 — X
Entdo r e s sdo coplanares se e somente se [u, v, QP] = 0. Prove isto.

(=X ]

Resolugdo

. _ -> > =
Isto é imediato, pois 1 e s s3o coplanares se e somente se u, v, QP s3o paralelos a um
mesmo plano, isto ¢, linearmente dependentes. E isto ocorre, pela Proposi¢do 3, se e somente

—> > —
se fu,v,QP] =0.

EXERCICIOS PROPOSTOS

E fixada uma base ortonormal positiva.
e - - -
1. Calcule [u,v,w] sendo u=(-1,-3,1), v=(1,0,1), w=(2, 1, 1.

2. Calcule o volume de um paralelepipedo definido pelos vetoresﬁ =(2,-2,0), v = ©, 1, 0),
w=(=2,-1,-1).

3. Calcule o volume do tetraedro ABCD dados A—ﬁ =(1,1,0), KE =(0,1, D), A—ﬁ =(-4,0,0).

4. Verifique:

- - - > > > - -5 >

[ul +U2 v, W] = [ul,V,W] + [UZ,V, W]

—> - - 3> - -> 3>

fu, vy +vy, wl = [u,v;,w] + [u,v,,w]

> = > - - 2> > > > >

[U, v, w, +W2] - [U,V,WI] T [U,V, Wz]

- > 3> > > o> > —> —

Au, v, wl = [Au, v, w] = [uAv,w] = [u,v,Aw].
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10.

11.

Prove [u+av+ﬁw v+7w w] = [I;_v; _“7]
> = - - - - > >,
Calcule [u, v, w ] sabendo que [lu{l=1, llvll=2, lIw Il =3, e que (u, v, w) é uma base nega-
> >

tiva, sendo u, v, w dois a dois ortogonais.

. . > > . 7T - > - -
A medida em radianos do angulo entre ue v é 5w é ortogonalaueav. Sendo flull=1,

- - -+ > > > = =
lvii=1, lwll=4, e(u, v, w)base positiva, ache [u, v, w].
Prove que
- > = - -
a) u,v,w)i<luliltvliltwll
b) A igualdade ocorrerd se e somente se algum dos vetores for nulo, ou, sendo todos nfo-
nulos, forem dois a dois ortogonais.

> > oS> 5> > e 3
Prove que se u AVHV AWtW AU= O entdo u, v, w s3o linearmente dependentes.
Prove

— - - > > > -
) @AV AV AW WA = uv, W]
> 5 -

b) Se (u, v, w) é base, entdo (u S v VAW, WA u) ¢ base positiva.
Prove que a altura do tetraedro ABCD relativa 4 base ABC é

I[AB, AC, AD]|

NAB ~AC |

h =

Sugestio Volume = -—:1;- (drea A ABC) h.
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12. Ache a distancia de um ponto D a um plano 7 que passa pelos pontos nfo-alinhados A, B, C,
conhecendo A—ﬁ AC , A_IS

>
13. 2)  Prove que se (¢;, €3, €3) é base, e x € V3, entdo

- > > > - —-> > —>

- [x’e2se3] - [x’e3ael] - [x,e11e2] -
X= o556t 55 -6t oS¢
[e1,€2,¢€3] [e1.e2,¢3] [e;, ez, €3]

-> - - -
b)  Aplique istono caso ¢, =(1,1,1), e, =(2,0,1), e3 =(0,1,0), x=(4, 3,3).

14. Prove que

> > > > 5>
Uu*x u°y u-z
> > > S>> > 5> > > > o
[u,v,w] [X,y,2] =| Vv*x vy vz
> 5> 5> 5 5> o>
W X W'y W+Z

Sugestio Se MN =P, entdo det M . det N =det P:

U U U3 X1 Y1 4 UiX; + uzx, + uzxs * *
Vi Va2 V3 X2 Y2 2y = V1 X4 + v, X, + V3X3 * *
Wi W2 V3] IX3 Y3 Z3 * * *

elS Calcule o volume do tetraedro OABC, sabendo que OA, OB, OC medem respectivamente
2,3,4e que A6B, B6C, COA medem respectivamente 30, 45 e 60 graus.

Sugestio Use o resuitado do Exercicio 14.

16. Prove analiticamente a afirmaggo feita na resolugdo do Exercicio Resolvido 2.
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CAPITULO 13

SISTEMA DE COORDENADAS

Para localizar um ponto P no espago langaremos mio da nogdo de sistema de coordenadas,

cuja definigdo ¢ a seguinte.

Definig¢io

® Sejam O um ponto de E’eB= (—e), ,—e)z ,;3) uma base de V. Ao par (O, B), que por abuso de
notagdo se indica também por (O,—g, ,—e), ,—;3) chama-se sistema de coordenadas em E* .

® O ponto O se diz origem do sistema.

® Sejam A=0+¢;, B=0+%,,C=0+ S5 As retas OA, OB, 0C(")s30 chamadas eixos coorde-
nados, respectivamente eixo dos x, eixo dos y, eixo dos z, ou ainda eixo das abscissas, eixo das
ordenadas, eixo das cotas; sdo indicadas respectivamente por Ox, Oy, Oz. Os planos determi-
nados por O, A, B, por O, A, C, e por O, B, C sdo referidos como planos coordenados, e cha-
mados respectivamente plano Oxy, plano Oxz e plano Oyz.

® O sistema se diz ortogonal se (—e> 1 ,_;2 ,—e>3) ¢ uma base ortonormal (preste aten¢do nas palavras

grifadas), que suporemos sempre positiva.

e Dado P€E?, podemos escrever

. . > - -
(*)  Orientadas, respectivamente, por e;,e, € ej.

119
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— - - -
OP=xe, tye, tze; (1)
onde os numeros x, y, z estfo univocamente determinados (pelo sistema e pelo ponto P).

,0z
l |

, - . ) - > - *
Esses numeros sio chamados de coordenadas de P relativamente ao sistema (O, e;, e, €3) ). ;

Portanto, dado P e fixado (O,:,,:, ,—e>3) determinamos uma tripla ordenada de nimeros reais
(x, ¥, 2). Observe que, reciprocamente, dada a tripla ordenada de ntmeros reais (x, y, z), fica
univocamente determinado um ponto P € E? (insistimos: fixado (O,:, ,_e>2 ,:3 )), o qual é dado
por (1) * *). Portanto, existe uma bije¢do de E? sobre R? que é o conjunto das triplas orde-
nadas de numeros reais. Este fato nos permite identificar P com a tripla (x, y, z) e justifica a

)

(‘ %
indicagao P=(x, y, z)
Observacgio

Ndo confunda coordenadas de um ponto com coordenadas de um vetor em situa¢Bes como
a seguinte, que surgem na Estdtica.

—
(*)  Logo as coordenadas de P sfio coordenadas do vetor OP relativamente a (_‘;1 ,?2 ,:3).

. s < - - . .. -
(**) Dada (x,y, z), seja v = xe; + ye, + ze3. Existe um (inico) representante de v com origem O. P ¢

a extremidade desse representante.

(***) Muitas pessoas evitam essa identificagfo escrevendo P = (x,y, z), ouentio P (x,Y,z).
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A figura mostra uma placa homogénea de peso f; mantida em equilibrio, cujas dimensGes a e b
sdo conhecidas. Ent3o as coor-
denadas do vetor f; em relagdo
4 base (T,T, l?) sdo (0, 0, - I p I).
Agora, as coordenadas do bari-
centro G da placa em rela¢do ao
sistema (O, J, k) que por
defini¢gdo sdo as  coorde-
nadas do vetor 0—6 sdo

(R cosa, & Bsenoz)
2 7272 ‘

A proposigdo seguinte mostra qudo comodo € trabalhar com coordenadas de pontos e de ve-

tores.

PrOPOSigﬁo SCA=(Xl,y1,Z;), B=(x2’YZ’22)’ _V>=(a,b,c), KER,entio
. b d
(1) BA=(xy —X3,Y1 ~¥2,% —23)

(i) A+AV=(x; +Aa, y; +Ab,z, +rc) (*)
Demonstragdo
= = =
(i) BA=0A -O0B=(x,,y1,21) —(X2,¥2,22) = (X1 —X2,¥1 — ¥3,21 — Z2)
(Recorde no Capitulo 6 como se opera com vetores dados em coordenadas).

(i) SejaD= A+ AV Entdo, por defini¢do, temos AT]S = J\_\r. Pondo D = (%, y, z), segue da parte

() que

(x—%1,¥ —¥1.2-2;)=A(a,b,c)=(Aa, A b, Xc)

_— - > — > > o
(*) Ascoordenadasde A,Be A + )\v s3o relativas a (O, el, 32,53), éasdev e BA aeq,ez,e3).
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ouseja. X —X; = A3, y—Yy, =Ab z-z; =Ac, devido a unicidade da tripla de coordenadas

de um vetor em relagio a uma base. Dai x =x; +Aa, y =y, +Ab, z=2z; * Ac, ou s¢ja,

D=(XJY!Z)=(XI +)‘a, Y1 +>\b: Z +>\C)

AVISO

Doravante, nos exercicios resolvidos e propostos, estard subentendido sempre que necessirio
. -> > > . .
que se fixou um sistema de coordenadas (O, ¢,, e,, €3). Se for o caso, deixaremos explicito que

> > >
o sistema é ortogonal, e o indicaremos por (0,1, j, k).

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. DadosP=(1,3,-3), Q=(0,-1,4), V= (-1, 4,0) ache (em coordenadas)

2 QP
b) P+v

9 Q+2mQ

Resolugdo

Q) QF =(1-0,3+1, -3-4) =(1,4,-7)

b) P+v =(1,3,-3)+(=1,4,00=(1 —1,3+4, -3 +0)=(0, 7, —3)

Q) Q+2PQ=(0,—1,4) —2QP =(0,-1,4) — 2 (1,4,-7) = (0, —1,4) — (2,8,—14) =
=(0-2,—-1-8,4+14) = (-2,-9,18)

2. Ache as coordenadas do ponto médio M do segmento de extremidades P = (-1,4,7) e
Q=(0,1,1)
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Resolugao V2 PO
————
Temos (ver figura) ; ; ;
= _— = (— +— — = ——, =
M P+ 2 PQ ( 1’4’7) 2 (1’ 3’ _6) ( 2 I 2 I 4)'

Observagio Se P= (X, ¥, 2;), Q= (X2,¥2,2,), entdo o ponto médio M do segmento de

extremidades P e Q é dado por

XptX2 Y1ty z3tz
2 ’ 2 ’ 2

M= ( )

Prove isto, partindo de M=P + %— ﬁ .

Quais sdo as coordenadas do ponto P’, simétrico do ponto P = (1, 0, 3) em relagdo ao ponto

M=(1,2, ~1)?

[

Resoluca
esoluciio -

M P

—

— — —>
Temos (ver figura) MP’=PM. Logo P’=M+PM =(1, 2, —1) +(0, 2, -4) = (1, 4, -5).
Mostre que os pontos A =(1,0,1), B=(-1,0,2) e C=(1, 1, 1) sdo vértices de um tridngu-
lo retangulo (sisterna ortogonal).

Resolucdo

— — —
Temos AB = (-2,0,1), AC=(0,1,0), CB=(-2, —1, 1), e das vemos que A, B, C nio sfo
—_ — ‘ —  —
colineares, pois (AB, AC) é LI. Além disso, AB - AC= (-2).0+0.1+1.0=0, oque

mostra que BAC € reto.

Pergunta Valeria essa resolugdo se o sistema ndo fosse ortogonal? Por qué?

Se o sistema de coordenadas é ortogonal, mostre que o triingulo ABC é equildtero, sendo

A=(1,2,-1), B=(0,1,1) e C=(2,0,0).
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Resolucgio
Temos AB=(—1,-1,2), AC=(1,-2,1), BC=(2, 1, —1).

Logo, como a base é ortonormal, obtemos

Ve

IABI = V(D)2 +(=1)? + 22

IACH = VIZ+(—2)2+12 v

I1BCH = V22 + (-2 +(-1)% = V6
0 que mostra que os trés lados do tridngulo tém mesmo comprimento.

Observacio
Se o sistema de coordenadas é ortogonal, e s6 neste caso, a distincia entre os

pontos A = (x;,Y1,2;) € B=(X3,y4,2;) se calcula pela formula

d(A,B) = V(x; —x3)? +(y; —y2)? +(z; —22)? (2)

—)
pois d(A,B)=1]IBA .
EXERCICIOS PROPOSTOS

a) Mostre que os pontos P= (-1,0,0), Q= (2,-1,-1), R=(0,3,1) e S=(4,5,1)sd0

vértices de um quadrildtero plano, convexo. Em seguida, especifique quais sdo seus lados e -

quais s3o suas diagonais (um quadrildtero é convexo se e s6 se nenhum de seus vértices é
interior ao tridngulo determinado pelos outros trés; veja o Exercicio 20 do Capitulo 4).

b) Verifique se os pontos A = (2, 6, -5), B= (6,9, 7), C=(5,5,0) e D=(3, 10, 2) sdo
vértices de um paralelogramo.

c) Mostre que os pontos E = (3,0, —1), F=(0,3,0), G=(5,1,-2), H=(—4, 1, 2), sdo

vértices de um trapézio.

Como se reconhece, através de suas coordenadas, um ponto do eixo das abscissas? e do eixo
das ordenadas? e do eixo das cotas? E como se reconhecem pontos de cada um dos trés pla-

nos coordenados?
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- > -
Seja (0,€;,€,,€3) um sistema orfogonal de coordenadas em E3 e seja P=(a, b, ¢). Deter-
mine os pontos P,, Py, P3, Py, P e Py, respectivamente, proje¢Ses ortogonais de P sobre

Oxy, Oxz, Oyz, Ox, Oy e Oz (faca uma figura).

Na figura ao lado, ABCDEFGH é um paralelepipedo retangulo. Sejam:

H
- — G
e < AB
E
- —
e, = AC
v
- —
e3 - AF A fB

a) Determine as coordenadas dos pontos A, B, C, D, E, F, G, H, em rela¢do ao sistema
> 5> >
(A,e1,e,,€3).

- . - > >
b) Idem, em relagdo ao sistema (H,e;,e,, e3).

> 1- -
¢) Idem, em relagdo ao sistema (G,-e3, - €1, 2 €3).

~ . -> > >
d) Idem, em relagdo ao sistema (A, e,, €3, €;).




ESTUDO DA RETA

Considere uma reta r C E3. Es-
colha um ponto A €r, e um vetor
g - = z s s
v ¥ 0 paralelo a r. Ent3o é facil ver
que um ponto X € E3 pertence a r

—_— > )
se e somente se AX eV sdo linearmente
dependentes (ver figura), isto €, se e so-
. — -
mente se existe AEIR talque AX = Av

ou seja

X= A+)\_\7

CAPITULO 14

(1)

Em outras palavras, dado X real, (1) nos d4 um ponto X de r, e dado X€Er, existe AER tal

que (1) se verifica. A reta r é, pois, o lugar geométrico dos pontos X de E* tais que vale (1).

A equagdo (1) se chama equagao vetorial da retar.

Escreve-se

—
rr X=A+dAv, (AER)
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Observagdes

1. Observe que (1) ndo é a unica equagdo vetorial de r, pois se tomarmos outro ponto A’ €,
- .

teremos que X = A’ + A v também ¢é uma equagdo vetorial de r, porquanto XE€r © existe
-— - > > >

AER tal que A’X = A v. Poderiamos também ter tomado w#0 paralaleloa v,w#v, e

. ->
teriamos outra equagdo vetorial de r, a saber X = A’ + Aw,

2. E importante que vocé sinta intuitivamente que se A percorre o conjunto dos nameros reais,
X, dado por (1), percorre toda a reta r. Para isso, veja a figura a seguir.

A M A N A P

? - L h 4 ; N A T

\ ] ! | } 1

1 ] | | ] ]

\ ' | > | — -

v v v
M=A+1/27V N=A+V PzA+2V
Q A
_’v
Q: A-V

- —
3. Se A e B sdo pontos distintos de r, entdo v = AB é ndo-nulo e paralelo a r, de modo que

— . — —
X = A+ AAB ¢ umaequagdo vetorial der. Eclaroque X=B+AAB e X=B+\ BA sio
também equagdes vetoriais de r.

4. Usando uma linguagem mais livre, podemos dizer que o vetor 7de (1) serve para fixar a dire-
¢do da reta r, ao passo que o ponto A serve para fixar sua posigﬁd no espago (um_a) reta fica
determinada por um de seus pontos e sua dire¢do). Chamaremos freqiientemente v de vetor
diretor ou simplesmente diretor de r. Pelas observagdes jd feitas, vemos que uma reta admite
muitos diretores, todos paralelos entre si (dois a dois LD). Um vetor diretor de r ndo pode ser
nulo!
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Outro modo de interpretar a equagao (1) é encara-la como se ela descrevesse 0 movimento de
um ponto sobre a reta r, com velocidade (vetorial) constante igual a 7, A indicando o tempo,
e A a posi¢@o no instante inicial A=0. Valores negativos de A indicariam. o “passado” do mo-
vimento, em rela¢3o ao instante inicial. A cada valor de A, teriamos uma posi¢do bem deter-
minada do ponto mével, e fazendo A percorrer todo o conjunto R, a reta r seria percorrida
integralmente pelo ponto (r seria a trajetéria do movimento). Como hi muitos movimentos
retilineos uniformes com a mesma trajetéria, fica ficil entender por que existem muitas equa-
¢Oes vetoriais para a mesma reta.

Por tudo o que ficou dito acima, vé-se claramente que se X = A + 7\: e X=B+ k;}‘sﬁo
equagdes vetoriais de uma reta r, o valor de A correspondente a um ponto QEr
nio tem porqué ser 0 mesmo nas duas. O mesmo se diga, por maior razio, se elas forem equa-
¢Oes de retas distintas. Conclusdo: se vocé for “misgn'ar” as equagQes em seus célculos, deve
mudar a notagdo escrevendo por exemplo X=B+uv emvezde X=B +Av,

Tomemos agora um sistema de coordenadas (O,E:,_e’z,%), em relagio ao qual sejam
-
x=(x!y’z), A=(x01‘yoa zo) ev= (a’br C).

Substituindo em (1) resulta
(%,Y,2) = (%5,¥0,2,) *+ A(a,b,¢)
(%,¥,2) = (xo tAa,y, + Ab,z, + Ac¢)

Logo

Yo + Ab (A€ER) (2)

<
1]

Observe que a, b, ¢ ndo sdo todos nulos, pois v 0, isto é, a2 +b2 +c2 #£0. As equagdes
(2) sdo chamadas equagdes paramétricas de r. A é chamado pardmetro.

Suponha agora que seja dado um sistema linear como (2), com a’ +b? + ¢? # 0. Entio,
fixado um sistema de coordenadas, existe uma reta da qual as equagGes (2) sdo equagdes pa-
ramétricas: € a reta que passa por (X,, ¥, , Z,) € é paralela ao vetor (a, b, ¢).
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Observe que se vocé fixar outro sistema de coordenadas, mantendo o mesmo sistema de equa-
¢Oes, as retas em geral sdo distintas.

Por exemplo, se o sistema de equages €

x=0
y=0 (A =(0,0,0),7=(0,01)=7)
z=0+A

entdo, a reta r passa pela origem e é paralela a?,. Veja agora a figura:

r
r
- -
I Y1 8y
0
e ma— .‘2 o
-
/ L]
-
31 -
€

Obtivemos retas distintas!

Observagoes

As Observagbes 1 a 6 anteriores se adaptam naturalmente is equagBes na forma para-
métrica; em especial destacamos:

1. Sea reta passa pelos pontos distintos A = (X, y;,2;) ¢ B=(x3,Yy,,2;), entdo podemos
tomar v = BA = (xy — X3, ¥1 — Y2, Z; —Z3) € teremos para equagOes paramétricas de r

X = X3 + A(x; —Xp)

=y, + Ay —Yy2) (A€ER)

<
|

z =1z, + A(zy ~-2)
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2. Assim como a equagdo vetorial (1), as equa¢Ses paramétricas (2) (que provém dela) ndo sdo
determinadas de modo Gnico. Dependem da escolha de A e de 71: ¢ do sistema de coordenadas.

3.

1.

Releia a Observagdo 6.

Se, em (2) tivermos a# 0, b # 0 e ¢ # 0, entdo podemos eliminar A ¢ obter

que sdo as chamadas equagdes de r na forma simétrica.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

©))

Ache as equag¢des nas formas vetorial, paramétrica e simétrica da reta que passa pelos pontos

A=(1,0,1) e B=(0,1,0).

Resolugio

_)
Escolhendo AB =(-1, 1, —1) como vetor diretor, e o ponto A, temos:

equagdo vetorial: X=(1,0,1) + A(-1,

equacOes paramétricas:

i
|

¢ ponto da reta
\\

1,-1) (AER)

coordenadas de um vetor

1

i diretor da reta.

P X
equagdes na forma simétrica: = =
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2.

A= F e x=20+ (0,22 =

Escreva uma equag@o vetorial da reta r, que passa pelo ponto médio M do segmento AB, e que
tem vetor diretor

SERELE «—

v

= ) , dad 1,0
29 ' 93 ). Sdodados: A=(1,1,3) e B=(3,1,0).

Resolugio

Sendo M o ponto médio de AB, temos:

1+3 1+ +
M= ( ’ 1,3 0
2 2 2

3
) - (2, 17_2)

3 .
Como V ¢ paralelo a U= (2, 3, —14), pois V= —9—81_1), podemos tomar 4 como vetor diretor

de r. Assim, uma equagdo vetorial de r é
3
x = (2, 1,-?) + A(2,3,-14) (AER)

Dé dois vetores diretores distintos e quatro pontos distintos da reta r que tem equagdo vetorial

= (1,2,0) + A(1,1,1) (AER)

Resolugio

Sabemos que V= (1,1, 1) é um vetor diretor de r. Para obtermos outro, basta escolher
- : stes - —
um vetor w que seja miltiplo de v; por exemplo: w = (2, 2, 2).

Quanto aos pontos, basta atribuir valores a A; por exemplo:
A= 0 = X=(1,20)
A= 2 = X=(1,2,00+(2,22 =(3,4,2)

=—-1 = X=(,2,00 + (-1,-1,-1) = (0,1,-1)

5 § 5§ 7 9 5

27272 222)
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7
LOg0,0SpOntOS A=(1)2)0)’ B=(3’4a 2), C=(0’ 1’_1) € D=(3!

der.

4. Dado o sistema

x =1
y =2 (A€ER)
z=2A

9 5

—,~) s30 pontos
5275 p

esboce a representa¢do geométrica da reta r que tem essas equagdes como equagdes paramétri-

€as nos €asos.

-
€3
-
0 ez
-
ey
— - -
ey = lle;ll=leqll=1

Resolugio

Escrevemos o sistema assim:

r-=a r-
X =11, + Xx.0
| I I
b I
y ='2, + 1.0
L i
z =100 + ALl

Lo

es
-
0 (F3
-»
€
- - -
ey Il =lley ll = llesl =1
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e vemos imediatamente que a reta passa por A =(1,2,0) e é paralela ao vetor V= 0,0,2)=
= 2_6)3 . Entdo

®
4
€
0 e B
s \ '
4 \
/
\
\
-e-.'l _________
\ P 7 A
\ s
e
Dadas equagdes paramétricas
x = 1+3A
y=2A (AER)
z=6-5A\

de uma reta r, achar uma equacio vetorial de r,
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Resolugio

Dispomos o sistema assim:

r - hi r-=-=1
x =l 11+ X3!
L Lo
y = 01 + )\.E 2
} i L
1 | : :
z = 6+ A.(=5),

e imediatamente reconhecemos que r passa por A = (1, 0, 6) e é paralela a V= 3,2,-5).
Entdo uma equagio vetorial de r é

X = (1,0,6) + (3,2, -5)

6. Verifique se o ponto P = (4,1, —1) pertence aretar: X=(1,0,1) + A(2,1,1) (AER).
Resolugao
Para que P €r ¢ necessdrio e suficiente que exista AER tal que
P=(,0,1)+A(2,1,1)
Ora, essa igualdade € equivalente a

“4,1,-1) =(1+2N X, 1+ N

4=1+42A
1 =2
-1 =1+A

Como o sistema € incompativel (ndo existe um valor de A que satisfaga simultaneamente is
trés equagdes), concluimos que P &r.
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Sao dadas as equagdes

2x —1 1-y
= = +
3 3 z+1

a) Mostre que elas representam uma reta r.

b) Elas sdo equag¢Ses na forma simétrica de 1? Caso ndo sejam, passe-as para a forma simé-
trica.

¢) Exiba um ponto e um vetor diretor de r.

Resolugio

Sendo

3 3/2
l—y= y—1
2 -2
+1_z+1

‘ 1

as equagOes dadas podem ser escritas

x—1/2 -1 z+1
2_y-l. @
3/2 -2 1 _

1
que sdo equagdes na forma simétrica de uma reta que passa pelo ponto (7, 1, —1) e tem

- 3 .
v= (?, -2, 1) por vetor diretor. Entdo,

a) asequagdes dadas, por serem equivalentes a ((¥), representam uma reta r;

b) elas ndo sdo equagdes na forma simétrica de r, pois ndo atendem a definigdo anterior.
Todavia podemos passd-las para a forma simétrica: é o que fizemos acima, obtendo ().

1 3
9 A=(31,-D e_v)=(7, -2, 1).
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EXERCICIOS PROPOSTOS
Nos Exercicios 2,4,8,9,10¢ 13 osistema de coordenadas é suposto ortogonal.
1. Sio dados os pontos A =(3,6,-7), B=(-5,2,3) e C=(4, -7, -6).

a) Escreva equagBes vetorial e paramétricas para a reta determinada pelos pontos Be C, e
obtenha sua forma simétrica (se existir). O ponto D = (3, 1, 4) pertence a essa reta?

b) Verifique que os pontos A, B e C s3o vértices de um triangulo.
¢) Escreva equagbes paramétricas da mediana relativa ao vértice C do triangulo.
2. Dados os pontos A =(0,0,1), B=(1,2,1) e C=(1,0, 1), obtenha equagdes paramétricas

das bissetrizes intema e externa do tridngulo ABC, relativas ao vértice C (veja o Exercicio 4 a),
do Capitulo 4).

3. Obtenha equagdes paramétricas para os trés eixos coordenados.

Dados os pontos A = (1, 2,5) e B=(0, 1,0), determine P sobre a reta que passa porAe B
tal que o comprimento de PB seja o triplo do comprimento de PA.

@ Escreva equagdes paramétricas para a reta r, que passa pelo ponto A=(2,0, —3) e:

a) ¢é paralela areta

b) ¢ paralela a reta que passa pelos pontos B=(1,0,4) e C=(2,1,3)
Xx=1=-2A
c) éparalelaareta s y =4+X (AeR)

z = —-1-A
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6. Passe para a forma simétrica, quando for possivel, as equagdes obtidas no exercicio anterior.

7. Verifique se r =5 nos casos:

= — =] - —
x=1-X X 5 7l
a) ri{y=2+2A (AER) </ tn  s:dy=2+p (LER)
= 1+A zZ = 1+1_
z oM
x=—; - Xx=1-u
1 .
b) = y=—?+>\ (A€R) siqy=—1+pu (LER)
2
= —_—— = 2 —
z 3 A Z il
1
¢) 1 X=(,10 + )\(1,0,—7) (AER)
.
1
S: X = (031:—2—) + “(—2)0) 1) (IJ'GR)

8. Dados A= (0,2,1), r: X=(0,2,-2) + A(1,—1, 2), ache os pontos de r que distam V 3
de A. Em seguida, diga se a distancia do ponto A i reta r é maior, menor, ou igual a \/_3., e
por qué.

9. Idem para A =(1,1,1), adistancia sendo V 11,e

x=1+A

r: y=1-X (AER)
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Dadaareta r: X= (1,0,0) + A (1,1,1) eospontos A=(1,1,1), B=(0,0, 1), ache o
ponto de r equidistante de A e B.

11. Ache equagdes paramétricas da reta que passa por A =(3, 3, 3) e ¢ paralela 4 reta BC, sendo
B=(1,1,0) e C=(-1,0,-1).

ois pontos efetuam movimentos descritos pelas equag¢des

X = (0,0,0) + A\(1,2,4) (\ER)
X = (1,0,-2) +A(=1,-1,-1) (AER)

Pergunta-se se as trajetérias sdo concorrentes e se haverd colisdo.

13. Sejam P = (1,0,1) e Q=(0,1,1). Em cada um dos casos a seguir ache um ponto C da reta
1
PQ tal que a drea do tridangulo ABC seja >
a) A=(1,21), B=(1,23)
b) A=(,3,2), B=(22
¢ A=(02), B=(12

d A=(3,-2,1), B=(,0,1)



CAPITULO 15

ESTUDO DO PLANO

§ 1 Equacdo Vetorial e Equacdes Paramétricas de um Plano

.

Seja m C E* um plano. Escolha um ponto AE e
dois vetores U e v linearmente independentes e parale-

los a m. Entdo € ficil ver que X €7 se e somente se / /
X
u

- 5 5 . - ~
AX, u, v sdo linearmente dependentes (os trés sio
paralelos a ), e isto ocorre se e somente se existem
. - > = /
A, 2 €IR tais que AX=Au +/'v. Logo A - Y

7 //

[X=a+AT+u¥ (O, peR) (1)

Em outras palavras, dados A, uER, (1) nos dd um ponto X de 7, e dado XE7, existem A uER
tais que (1) se verifica. O plano 7 ¢, pois, o lugar geométrico dos pontos de E3 que obedecem (1).
A equac@o (1) se chama equacdo vetorial de 7.

Observagoes

— —
1. Se A, B, C sio pontos distintos e ndo colineares de 7, podemos tomar U=AB, v=AC (por

139
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<y

cé

— — —> —>
exemplo) e entdo X = A + X\ AB + u AC é uma equagdo vetorial de 7; X=C+ X AB+ uCB ¢
outra equagdo vetorial de 7.

- - _ .
2. Osvetores ue v sio chamados vetores diretores do plano 7.

Tomemos agora um sistema de coordenadas (O,?l ,?2,?3). Escrevendo X=(x,y,z),
A= (xo > yoa Zo), Ti)= (a, br C) € 7= (m, n, p), resulta de (1) que

X,9,2 = (X0, Y0,2%5) + )\(a,b,C)A + u(m, n, p)

ou
(x,y,2) = (xg+ Aa+um,y,+Ab+un, z, + Ac+up)

Logo,
X = X, + Aa .+ pm
Y=Y, * Ab + un (A, LER) )
z =1z, + Ac + up

As equagdes (2) sdo chamadas equacGes paramétricas de m.

Suponha agora que seja dado um sistema linear como (2), em que (a, b, ¢), (m, n, p)
sejam linearmente independentes. Entdo, fixado um sistema de coordenadas, existe um plano
tendo as equagGes (2) como equagdes paramétricas. E o plano que passa por (x,, Yo%) €6
paralelo a (a, b, c) e (m,n, p). E claro que fixado outro sistema de coordenadas, as mesmas

equages podem representar um outro plano.
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Observacgio
Se 7 passa pelos pontos A =(x;, y,,2;), B=(X;,¥2,232), C =(x3, y3, Z3) ndo-colineares,

. > 2 -
entdo podemos tomar como vetores diretoresu = AB=(x; —X,.y; —y;,2; —2;),v =AC=

(X3 — Xy, Y3 — Y1, 23 —Z,) e dai
X = X + )\(X2_xl) + l“l(x3 ﬁxl)

yi t Aly2—yy) + ulys —y)) (A uER)

~<
1]

z =2, t Az, —2y) * U(z3 —2))

sdo equagdes paramétricas de 7 .

EXERCICIOS RESOLVIDOS
Ach_e) duas equaqbeivetoriaiS'Flo plano que passa por A=(-3,-7,1), eé parajélo aos veto-
resu=(1,1,1) ¢ v=(-1,1,0).
Resolugio
Temos

X=A+Nu+uv =(-3 7.1) + AM(1.1,1) + u(-1,1.0) (A, uER)
Esta ¢ uma equagao vetorial do plano. Uma outra seria, por exemplo,

X=A+N~W+Uv = (=3,=7,1) + A(=1, =1, 1) + u(-1,1,0) (A, uER)
Ache uma equagdo vetorial do plano que contém os pontos A = (0, 1.0), B = (1, ‘0, 1) e
C=(0,0,1).
Resolugio

Temos

— —
AB=(1,-1,1), AC=(0. -1, 1), que sdo linearmente independentes; logo
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—> —->
A+AAB+uAC

.
0

X =(0,1,0) + A(1,-1,1) + u(0,-1,1) (A, LER)

¢ uma equagdo vetorial do plano.

3. Dé equagdes paramétricas do plano T que passa pelo ponto A = (7,7, 1) e é paralelo aos
—> -
vetores u=(1,1,1) e v=(-1,0,1).

Resolugdo

Temos imediatamente

X =1 7 |+ A1)+ u . 'r(*l)'
| t ' ] ! [ .
1 1 ! L
1 | 1 : 1 1
y =t 7.+ A S O 7! 1 0 :
t ! ] ' I I
o .
z =i 11+ N1+ @, 1!
L. | I [N
i 1 !
coordenadas coordenadas coordenadas
de um de de
ponto de m e v
ou
x=7T+X—pu
y=7+X (A, MER)
z=1+A+pu

4. Esboce o plano que tem por equag¢des paramétricas
x = A

y =M (A, UER)
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nos casos -y
UFPE C,C I
. N Ml
1 u VA
@ (i) S(BLIOTECA
€
[
;2 0 tz
0]
&
&
Resolugio

Escrevendo as equag@es na seguinte disposigao

X =}'6'E + 7\5"1_5 + u:rf)_':\/
b to v
[ Pt i I
y =10] + XA.i0l + u.ll!
i - o
to [ : |
z =1 4+ A .00+ g .10
S Lo-y w--d
A Kl v

vemos que 7 passa por A =(0,0, 1) e é paralelo a Tx’=(1, 0,0) = ?1, eav= (0,1,0) =?2.
Assim, temos

@ (i)
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5. Dé uma equagdo vetorial do plano 7 que tem por equagdes paramétricas

X=—-6+ A —M

-1+ 7 A-14u

«
It

4 -5N +2u

N
1]

Resolucio

Dispondo as equagdes assim:

x =t =6 i+ N1 o op (D)
y = -1 i+ 2 7wl (-4
z = 4 B N u 2

| SRS — 4

vemos que 7 passa por (—6, —1, 4) e é paralelo aos vetores (1, 7, —5) e (-1, —14, 2), logo
X = (=6,-1,4) + X\(1,7,-5) + p (-1, -14,2)

¢é uma equagio vetorial de 7.

EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Escreva equagdes vetorial e paramétricas para os planos descritos abaixo:
a) mpassapor A=(1,1,0) e B=(1, -1, —1) e é paralelo ao vetor V= (2,1,0).

b) passa por\A =(1,0,1) e B=(0,1, —1) e é paralelo ao segmento CD, onde
C=(1,2,1) e D=(0,1, 0).

c)  mpassa pelos pontos A=(1,0,1), B=(2,1,-1) e C=(1, -1, 0).

d)  mpassa pelos pontos A=(1,0,2), B=(-1,1,3) e C=(3,-1,1)
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w

Verifique (e explique por que) se ; = 7, nos seguintes casos:

a) M X=(1,2,1) + A(1,-1,2) + u(—%%, 1)
My X =(1,2,1) +a(=1,1,-2) + B(=3,4,6)
b) m:X=(1,1,1) + A(2,3,~1) + u(—l,l,l).
M X=(1,6,2) + A(—1,1,1) + u(2,3,-1)

¢ M X=(0,0,0) + A(1,1,0) + u(0,1,0)
myr X=(1,1,0) + X(1,2,1) + «(0,-1,1)
d) m: X=(2,1,3) + A(1,1,-1) + u(1,0,1)
m: X=(0,1,1) + «(1,3,-5) + 8(1,-1,3)
Decomponha o vetor Vo= (1, 2, 4) em duas parcelas, sendo uma delas paralela ao plano
X=(1,1,00+A(1,0,1)+ u(0, 1,-1) e outra paraleladreta X=(0,0,0)+ v (2,1,0).
Ache dois pontos A e B da intersec¢do dos planos 7, e 7,, e escreva uma equagdo vetorial .
paraa reta que passa por A e B. Dados:
T X=(1,0,00 + A(0,1,1) + u(1,2,1)

M X=(0,0,0) + A(0,3,0) + u(-2,-1,-1).
Escreva equagdes paramétricas para os trés planos coordenados.

Escreva equagdes vetoriais para os planos bissetores dos diedros determinados pelos planos
coordenados (sdo 6 bissetores!). Suponha que o sistema é ortogonal.

Obtenha equag¢des paramétricas do plano T que passa pelo ponto- A = (1, 1, 2) e ¢ paralelo
ao plano

7 X=(1,0,0) + N(1,2,=1) + u(2,1,0)
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! 2 Equacio Geral
. - = = . 3
Sera 10.e;,e,,€3) um sistema de coordenadas, ¢ # CE® um plano que passa por
-

4 =X, .¥,.2,), paralelo aos vetores linearmente independentes u =(r,s, t) ¢ v=(m,n, p).
Erac. X= (x,y,2) pertence a

—
T # ¢ somente se os vetores AX,

— -

4. v. sdo linearmente dependentes,

v X
1520 é, se e somente se A e'
v

X—Xq Y=Y, Z-2

r s t =0 3

ou seja, desenvolvendo por Laplace esse determinante relativamente  primeira linha, se e somente

S€

s t
(x_xo) + (y—yo) + (Z—Zo) =0
np m m n
e dai, equivalentemente,
st t r I s s t t r r s
X +y +z _xo _yo —z =0
n p P m m n np p m m n
ou seja, pondo
\
s t t r s
a= ,b= , C=
n p p m m n
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s t t r r s
d=-—x ~¥q -1z,
np p m m n
temos
ax +by+tcz+d=0 4)

Observe que a®> +b? + ¢ # 0, isto é, que a, b, ¢ ndo sfo simultaneamente nulos, pois se
assim fosse, os nimeros 1, s, t seriam proporcionais 2 m, n, p (verifique por que) € os vetores
UeV seriam linearmente dependentes. A equagdo (4) se diz uma equagio geral do plano 7,

Suponha agora que seja dada a equagio
ax+by+cz+d=0, com a?+b?+c2#0 (5)

- 2> >
Entdo, fixado um sistema de coordenadas (O, e,,e,,€e3), existe um plano 7 que tem (5) por
equacdo geral. Vamos mostrar isto.

Como a, b, ¢ nFo sio simultaneamente nulos, um deles, digamos a, ¢ diferente de zero.
Neste caso, (5) é equivalente a

b c d

= Y 7 —— 6
x ay aZ a ©)
Fazendo:
d
y=2z=0, vem X =—-——
a
c d
y=0,2z-=1, vem X = ——— —
a a
b d
y=1,2z=0, vem X = ——— —,
a a

Considere os pontos

d c d b d
A= (_-2—1070)’ B=(—;_—a_’07 1)7 C=(—;__7 170)‘

a
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- [+ e b R - .
Como AB=(——, 0,1) ¢ AC=(- . 1,0), vé-se claramente que AB e AC sdo linearmente in-
a
dependentes, e portanto A, B, C ndo sdo colineares, determinando, pois, um plano 7. Para obter

uma equag¢do geral de 7 escrevemos (veja (3))

x—(-d/fa) y—0 z-0
—cfa 0] 1 = 0

—b/a 1 0

Desenvolvendo esse determinante obtemos ax + by + ¢z +d = 0, o que prova a afirmagdo feita.

Observagoes

1. As consideragdes acima nos permitem dizer o.seguinte. Seja (0,€;,¢,,¢;) fixo, e # C E?
um subconjunto. Entdo 7 é um plano < existem a, b, cER, com a® +b? +c? # 0, tais que
7= {X=(x,y,z)| ax+by +cz+d =0}.

2. Seo plaIlO T passa por A= (xl ' Y1, Zl)s B= (x2 » Y2, 22 )5 C= (X3 ' Y3, Z3)’ pontos estes ndo
colineares, entdo uma equagdo geral de 7 pode ser obtida a partir de

X =X Yy — Y1 2 -2
X;—X; Y1 —Y2 Z -2 | = 0

X1 —X3 Y1 —Ys Z) —23

0 que € equivalente (tente provar) a

X1 Y1 z; 1

Xz Y2 Zy 1

X3 y3 Z3 |
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

Ache uma equagdo geral do plano 7 que passa por A = (9, —1, 0) e é paralelo aos vetores

U=(0,1,0) e v=(1,1,1).

Resolugio

] e - - . . . ops s ~

E bom verificar que u e v sdo linearmente independentes, o que € ficil. Entao
2> ..

X = (x,y,2) éum ponto de 7 se e somente s¢ AX, u, v sdo linearmente dependentes, ou

x—-9 y+l1 =z
v X
7 u

=0,

seja,

Desenvolvendo o determinante, vem x —z — 9

Idem, 7 passando por A=(1,0,1), B=(-1,0,1), C=(2, 1, 2).

*
Resolug:éo( )
B
—> A X
AB = (-2,0,0) ar c
- ‘
AC=(1, 1,1

Esses vetores sao linearmente independentes. Entdo, uma equagdo geral serd obtida a par

tir de

que fornece y—z+1 =0.

Poderfamos usar a férmula da Observagdo 2, mas preferimos a resolucdo acima.

™)
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3. Dadas equagGes paramétricas de um plano 7,

X=-1+2A-3u
y= 14+ A+ u (A, UER)
z = A

obtenha uma equagdo geral de .

Primeira Resolu¢do (eliminando A e u).

Substituindo z = A (que ¢ a terceira equag@o) nas duas primeiras, vem

= —1+42z -3u

»
1t

y= 1+ z+ypu

Da segunda equagdo vem =y — 1 —z que levada i primeira fornece

x+3y—-52-2=0

Segunda Resolu¢io (achando um ponto de 7 e dois vetores linearmente independentes para-
lelos a ).

As equagdes podem ser dispostas assim:

1
'
4
!
1
)
'

x=i.f1: + N 204w (=3)
! |

L Lo Lo
y=' 1t + A v [ toH 1
Lo Lo Lo

) | ! !
T R
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Dai, imediatamente se escreve

x—(-1) y-1 z-0

De onde resulta

X+3y—-52-2=0

Um plano tem por equagdo geral x +2y —z — | = 0. Obtenha equag¢des paramétricas de .

Primeira Resolugio

Um modo de resolver € obter trés solugdes da equagdo dada, de forma que os pontos
correspondentes ndo sejam colineares.

Por exemplo,

X=y=0=z= -1 A = (0,0,—1) pertenceanm.
1 1

x=z=0 =y =7 B = (0,—2, 0) pertence a .

y=z=0 =>x=1 C = (1,0,0) pertenceanm.

—> 1 —>
Como CB = (—1,7, 0) e AC=(1,0,1) sio LI, A,Be C nio sdo colineares. Segue que
XxX=1-2X~wu

A

~
n

~N
1l

~u

sd0 equagdes paramétricas de 7.
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Segunda Resolugdo (melhor)

Escreva y = A e z = u . Substituindo na equagdo dada vem x +2 A —u — 1=0,
x=1-2 X+ u. Portanto temos

Xx=1=-2A+u
y =A
z =M

Pode-se justificar esse procedimento em geral (veja o Exercicio 14). Se ax +by +cz +
d =0, a®+b%+c?+#0, é uma equagfio geral de um plano, entdo oua *0,0ub#0ou c+*0.

Se a#0, faga y=A,z=pu edafx=—£)\—iu —i.
' a a a
Se b#0, faca x=A,z=p edai y=——\ ¢ d -
y g » y’ y b by' b ¢

Se ¢#0, faga x=A,y=u edai z=—i)\—£u -4,
c c c

5. Umareta r é dada como intersec¢do de dois planos:

[}
(e}

x+ty+tz—1

il
(=)

X+y—2z
Dé equagdes paramétricas de r.
Primeira resolugio

A idéia é chamar uma das varidveis x,y, z de A, e achar as outras em func¢io de A.

Fazendo x = A, chegamos a

y+z=—-A+1
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1 1
Resolvendo o sistema acima, obtemos y = 5 A, z= TR e portanto

(x = A
1
=—-A
Jy >
.1
LZ_ 2

$30 equagoes paramétricas de r.

1
Note que todos os pontos de r tém cota z = 5 (constante). Logo z nfo serve como

pariametro, isto €, ndo podemos fazer z=\. Equantoay =2A?

Segunda resolugio

Se acharmos dois pontos distintos de r, saberemos escrever equa¢Oes paramétricas de
r. Basta entdo achar duas solugBes distintas do sistema

xty+z-1=0

X+y-2z=90

1 1 1 .
Por exemplo, os pontos A = (7, 0 ,—i-) e B=(- %, 1 ,—?), obtidos fazendo respectiva-

—
mente y = 0 e y =1 no sistema acima, sio pontos da retar. Entdo AB=(-1, 1, 0) e por-

tanto
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-
x=~-—;— - A
dy=
_ 1
Lf T2

sdo equagOes paramétricas de r.
Observagio

E bastante freqiiente descrever-se umareta r por um par de equagdes da forma

{
o

ax + bly + cyz + dl

(6)

!
o

4,X + by * cpz + 4,

com a? + bf + cf #0 e al+ bg + c§ # 0, isto &, encarar areta r como interse¢do de dois
planos m, e 7, . E claro que nesse caso esses dois planos no devem ser paralelos, e uma con-
di¢@o necessdria e suficiente para isso, como veremos no Capitulo 16, é que os coeficientes
ay, by, ¢, ndo sejam proporcionais a a,, b,, ¢,. O exercicio anterior mostra como se obtém,

nesse caso, equagdes paramétricas da reta.

Por outro lado, dadas equagOes paramétricas de uma reta r, podemos obter equagdes
de r sob a forma (6) eliminando o parimetro — por substitui¢do, por exemplo. Caso o para-
metro nao comparega em uma das trés equagOes paramétricas, esta ja ¢ equagdo de um plano
que contém r. Vejamos exemplos.

19) x=1-X

-
(93
h

242A (A€ER)

zZ =3+A
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Temos, da terceira equagio,
A=z-3

Substituindo nas outras duas,vem x=1—-(z—-3) e y=2+2(z—3), ou

x+tz-4=0

y —22+4=0

istoé, r é ainterse¢do dos planos m,: x+z—-4=0¢e T: y —22+4=0.

>
I}
[\

29)

Como x = 2 ¢ equagdo de um plano 7, e todo ponto de r obedece a essa equagdo, temos
que r C m,. Para obter outro plano, 7,, que contenha r, basta eliminar A nas outras duas

equagOes; obtemos y = z. Assim,

Ix—2=0
T
y—-z=20
39) (x =1 —3A
r:{y=0 (AER)
1
z=—
. 3

1
Essa reta estd contida nos planos 7;:y =0, e 7y:z = EY pois todo ponto de r satisfaz a

essas duas equacdes. Logo,
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y=0
z — % =0
sdo equagdes de r na forma (6).
Finalmente, repare que o procedimento de “eliminar o parimetro” ji foi utilizado no

capitulo anterior, para se obter equa¢Ses de uma reta na forma simétrica, que nada mais €
do que um caso particular da forma (6). Assim, se

3 2 -2
podemos escrever
x—1 _ z
3 -2
T
y+2 _ 2z
2 -2
ou
2x+3z-2=0 (my)
r:
y+z+2=0 (m2)

Faga um esbogo do plano de

equagdo geral x +y —2 =0, e,
relativamente ao sistema orto-

gonal de coordenadas ilustrado

na figura. o e

Resolugio

Os pontos do plano devem obedecer 4 equagdo x +y = 2, de modo que sua coordenada
“2” pode tomar qualquer valor real. Entdo, se um ponto P=(x,,y,,2,) pertence ao plano,
qualquer ponto Q = (X, ¥,,z) também pertence. O plano contém entdo todas as retas “ver-

ticais” que furam o plano Oxy ao longo da reta r, indicada na figura seguinte.
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Observacao

Na Geometria Analitica Pla-
na, a equagdo x +y = 2 represen-
tava a reta r. Cuidado, que
agora se trata de um plano,
aquela reta tem equagdes

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faga um esbogo dos planos com equagdes gerais dadas abaixo, relativamente aos sistemas
de coordenadas ilustrados nas figuras.

|
ey } I =
| l €3
| |
l [
I+ !
2 |
/ -~ fo—— — — = %32
0 -e.l 0 31
(1) cuBoSs (1Ix)
a) x—-2=0" b) y+1=0 ) z+4=0 d) x+ty-—-1=0
e) x—2=0 f) y—2z-2=0 g x+ty+z—-1=0

Passe para a forma paramétrica as equagdes gerais dos planos do exercicio anterior.

Obtenha equagbes gerais dos planos coordenados e dos planos bissetores dos diedros determi-
nados por eles (suponha o sistema ortogonal).
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4. Verifique se M, =7, nos seguintes casos (explique por que):
a) ﬂl:x~3y+iz+1=0, my:2x—6y+4z+1=0

b) Tr,:x——%-+2z——l=0, My: =2x+y —4z+2=0

5. Obtenha equagdes gerais para os planos 7 descritos abaixo:
a) mpassapor A=(1,1,0) e B=(1, -1, —1) e ¢é paralelo ao vetor V= (2, 1,0).

b) 7 passa por A= (1,0,1) e B=(0,1,—1) eé paraleloao segmento CD, onde
€c=(1,2,1) e D=(0,1,0).

¢)  passa pelos pontos A=(1,0,1), B=(2,1,-1) e C=(1,-1,0).

d)  mpassa pelos pontos A=(1,0,2), B=(-~1,1,3) e C=(3, -1, 1).

6. Dadas as retas

x—1 Yy

2 2

=z e s: x—1=y=z2
obtenha uma equagio geral para o plano determinado por res.

7. Idem, sendo

r'x—l y—-3 _ z X y z—4
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9.

11.

12.

13.

Idem,

X=1+XA
m y =2
z=3-A+tu

. Seja 7, o plano que passa pelos pontos A=(1,0,0), B=(0,1,0) e C=(0,0, 1). Sejamy

o plano que passa por Q =(—1, —1,0) e ¢ paralelo aos vetores V= (0,1,-1) e W= (1,0, 1).
Seja m; o plano de equagdo vetorial X=(1,1,1) + A(-2,1,0) + u (1,0, 1).

a)  Escreva equagOes geraisde m,, 7, e T4

b)  Mostre que a intersegdo 7, M7, N M3 se reduz a um Gnico ponto; determine-o.

Verifique se a reta r estd contida no plano ¥ nos seguintes casos:
a) 1:X=(1,0,0)+A(2,-1,0), m:x+2y+3z=1

by m:X=(1,4,1)+A(1,-1,1)+pu(-1,2,-1)er passa pelos pontos
A=(2,3,2) ¢ B=(0,0,1)

¢) rnx-1=2y=4-zemx+2y—-2z+1=0

Sejam P=(4,1,-1) e r: X=(2,4,1)+A(1,-1,2)
a)  Mostre que P¢&r.

b) Obtenha uma equagdo geral do plano determinado por reP.

Verifique, em cada um dos casos seguintes, se as retas re s sdo concorrentes. Em caso afirma-

_ tivo, determine o ponto P comum a elas e escreva uma equagdo geral do plano determinado

por elas.
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X =X
a) r:{y=-RX s X;I - )’;5 _ 2;1
Lz =1+4X
x=2-2A x = 1+X\
by r:ly=4+2A s:dy=_2\
z==3X z=2X

14. Seja ax +by +cz +d = 0 uma equagio geral de um plano 7. Suponhamos a # 0. Prove que

b d
x:_._xg_c__#_-—
a a a
y = A
LZ = H

sdo0 equagdes paramétricas de .

Sugestdo  Verifique se elas sdo equagGes paramétricas de algum plano 7,. Mostre que 7, C m,
donde m; =m,

§ 3 Vetor Normal a um Plano
Atengdo Neste paragrafo, o sistema de coordenadas adotado é obrigatoriamente ortogonal.

Considefemos um plano lC 133. Chama-se vetor normal ama qualquer_\;etor ndo nulo orto-
gonal a m. E claro, pois, que n# 0 €é um vetor normal a 7 se e somente se n € ortogonal a qual-
quer vetor paralelo a 7 (ou: a qualquer vetor diretor de n(')). Vejamos como obter uma equagio
geral de m conhecendo um ponto A = (x4, ¥,, Z,) de 7 e um vetor n= (a, b,c) normal am
(--a%? +b% +c? #0):pondo X =(x,y,z), temos que

- —>
Xenmr ¢ AXln

: > > . . . . - -,
t*) Assim, s¢ u ¢ v sdo dois vetores dirctores de , linearmente independentes, o vetor u Av é um

vetor normal a .
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i
logo
— -
Xer ® AX-n =0
X
ou A
XEmr ® (x—x)a + (y—yo)b+(z—12)c=0
e pondo

d = —ax, - by, —cz,
concluimos que

XEnm e ax+by+cz+d = 0

161

(7

Entdo, esta Gltima equagdo é uma equagio geral de ; a particularidade importante é que os coe-
ficientes de x, y e z nessa equagdo sio as coordenadas de um vetor normal, na ordem adequada,

e d é dado por (7).

Reciprocamente, se ax + by + cz + d = 0 é uma equagio geral do plano 7, mostraremos que

-

- . - =2 .
v paralelo a 1, ou seja, que n + AB = 0, para quaisquer pontos Ae B de 7.

Sejam A =(x;,y;,2;) € B=(X;,Y,,2;). S¢ AE7 ¢ BEn temos

ax, +bYI +CZl +d =0

aXyp +b)'2 tcz, +d = O,

donde se obtém, subtraindo membro a membro, a(x, — x;) +b(y; —y;) tc(zy —z;) =0,

—
que ¢ justamente o que quer{amos, ji que a expressao do primeiro membro ¢ igual a o+ AB.

n = (a, b, ¢) é um vetor normal a 7. Para isso, basta mostrar que n-vs= 0, para todo o vetor
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Conclusdo  Relativamente a um sistema ortogonal de coordenadas, os coeficientes de x, y e z
de uma equagdo geral de um plano 7 s3o coordenadas de um vetor normal a 7. Veremos nos proxi-
mos exercicios resolvidos, aplica¢des desse fato.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Est4 fixado um sistema ortogonal de coordenadas.

1. Obtenha uma equag@o geral do plano 7, que passa pelo ponto A =(1,0, 2) e tem vetor nor-
mal B = (1, —1, 4).

Resolugio
Temos
— -
Xen ¢ AX*n =0

Entdo, pondo X =(x,y,z), vem

Xer® (x-1,y-0,z-2)+(1,-1,4)=0

@ x—1-y+4z-8=0

Logo x —y +4z —9=0 ¢ uma equagdo geral de 7.

. . > .
Outro modo de resolver este exercicio é o seguinte:sen =(1,—1,4) é um vetor normal a ,
entdo uma equagio geral de 7 é da forma

X—-y+4z+d=0

Para determinarmos d, basta lembrar que A €7 e portanto suas coordenadas devem satisfa-
zer a equagdo de 7:

1 -0+4.2 +d=0,

edai d=-9.
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2.

Obtenha uma equagdo geral do plano 7 que passa por A = (0, 1, 2) e tem vetores diretores
T=(4,1,2) e v=(2, 1, -2).

Resolugio
J4 vimos (19 exercicio resolvido do pardgrafo anterior) como resolver este exercicio
mesmo que o sistema de coordenadas ndo seja ortogonal. Uma alternativa para quando o sis-

tema € ortogonal é a seguinte.

Sendo

- —> -
=| 4 1 2| = —4i+12j+2k

temos que171)= (—2,6, 1) é um vetor normal a 7 (por qué?). Entdo

= >
Xen® AX*n=0 © (x,y-1,2-2)-(=-2,6,1) =0

® -2x+t6y—6+tz—-2 =20

Logo, uma equagdode mé 2x —6y —z+8 = Q.

Escreva equagles paramétricas para a reta r= 7, M7, onde 7 :2x—-y—3=0 e
My:3x+y+22—-1=0.

Resolu¢io

_)
Os vetores n; = (2, ~1,0) -
- .
e n, = (3, 1, 2) sdo normais, res-
pectivamente,a 7, e 7, .

Entdo, como r estd contida em 7,

- —

€ em T,, segue-se que n; € n,

sdo ortogonais a r. Concluimos
- -

que n, ~ n, ¢éum vetor diretor
der.
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- -> -
i j k
-> > - - ->
npAang = | 2 -1 0] = —-2i—4j+35k
3 1 2

Determinemos agora um ponto de r: fazendo x = 0 na equagdo de 7, obtemos y = —3

e substituindo na equag¢do de 7,, vem z = 2. Assim, o ponto P=(0, -3, 2) pertenceam, e
>

a m,, e portanto a r. Conclusdo: r passa por P = (0, -3, 2) e tem vetor diretor v = (-2, -4, 5).

Dar,

Xx=-2A
y=-3-4AX (AER)
z=2+5A

30 equagdes paramétricas de r.

EXERCICIOS PROPOSTOS
Est4 fixado um sistema ortogonal de coordenadas.
1. Obtenha um vetor normal ao plano ¥ nos seguintes casos:

a)  m passapelospontos A=(1,1,1), B=(1,0,1) e C=(1,2,3)

=l+a
b) 7 tem equacBes paramétricas ¢ y = 2 —a+f
z=a-28

c) Mtemequagdo geral x —2y +4z+1=0

2. Obtenha uma equagdo geral do plano 7 que passa pelo ponto P = (1,1, 2) e ¢ paralelo a
M:x—y+2z+1=0."
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10.

Dé uma equagdo geral do plano 7 que passa pela origem e é perpendicular A reta que passa
por A=(1,1,1) e B=(2,1,-1).

Dé uma equagio geral do plano que passa pelo ponto P=(1,0, 1) e é perpendicular & retar:
X=(0,0,1) + A(1,2,-1).

-
Decomponha o vetor V=— 37+ 47— 5k paralela e ortogonalmente ao plano

1-A
m.qy = -2
z=A=u

Escreva uma equagdo vetorial da reta que passa por A =(1, 2, 3) e é perpendicular ao plano
m2xty—z=2,

Escreva equagdes paramétricas da reta intersegdo dos planos

=1+A x=1+A-pu
Mgy =2 e Midy=2A+u
zZ=—-A—pu z=3—-u

Escreva equagOes paramétricas da reta que passa pela origem e é perpendicular ao plano

xX=1—-A-pn
7. = At yu
z= A

Prove que o lugar geométrico dos pontos de E> que sio eqiiidistantes de A=(1,-1,2)e
B=(4, 3, 1) é um plano. Mostre em seguida que esse plano passa pelo ponto médio de AB
e é perpendicular ao segmento AB.

(Generaliza¢do do Exercicio 9). Prove que o lugar geométrico dos pontos de okt que equidis-
tam de dois pontos distintos A = (x;,¥;,2;) ¢ B=(x,,¥3,2;) é um plano que passa pelo
ponto médio do segmento AB e ¢ perpendicular a gle. Esse plano é chamado plano mediador
do segmento AB.
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11. Mostre que o lugar geométrico dos pontos de E? que equidistam dos pontos A = (2, I, 1),
B=(-1,0,1) e C= (0,2, 1) é uma reta, perpendicular ao plano que passa por A,Be C.
Dé equagbes paramétricas dessa reta.

§ 4 Feixe de Planos

A nogdo que veremos agora é muito util na resolu¢do de problemas. Considere uma reta r
interse¢do dos planos 7, e M,: r = m; N\ m,. Suponha que

m:ax+tbytc;z+d; =0 (af+bi+ch&0) (8)

My: a;x+byy+c,z+d, =0 (a) +b2 +c2 #0) 9)

N A\

/
/
7/
———————— -/
O que representard a equagdo
af@;x +byy tc;z+dy) + f(azx+byy+cz+dy) = 0 (10)

onde aef sdo nimeros ndo ambos nulos (a® + B> # 0)?

Se vocé escrever a equagdo acima na forma

(xa; +Ba)x + (aby +Bby)y + (ac; + fc;)z + ady +8d;, =0 (11)

e verificar que os coeficientes de X, y, z nfo podem ser simultaneamente nulos (veja o Exercicio
2) entdo concluird que (10) representa um plano 7.

Qual a relagdo entre 7, m, e m,? Ora, todo ponto de r=m, N7, satisfaz (8) e (9), logo sa-
tisfaz também (10), e portanto (11). Conclusdo: r C .
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Agora, se um plano contém r1, serd que existem ae f (nfo simultaneamente nulos) tais que a
equagdo desse plano é (10)? A resposta é afirmativa. Veja o Exercicio 3. Entdo concluimos que
dados os planos

UFPE COFY

miax +byytez+d =0 (a: +b? +Cf7{:0) MElL
e BIBLIO L

7f2:a2x+b2y+C2Z+d2 =0 (a; +b§+c;#=0)
tais que m; N M, =1, 0 conjunto de fodos os planos que contém r é
fria(a;x+ byy + ¢,z +d;) + B(azx + byy + ¢,z + dy) = 0] a€R, PER,a? +§° #0}

Tal conjunto ¢ chamado de feixe de planos por 1.

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. D& uma equagdo do feixe de planos que contém a reta
rr X =(1,-1,0) + A(2,-3,4)
Resolugido

Precisamos achar dois planos , e 7, cuja interse¢do é 7. Para isto, achamos equages
paramétricas de r:

x=1+2x
y =-1-32A
Z =4

Agora, eliminando X das duas primeiras vem 3x + 2y — 1 =0. Da mesma forma, eliminando
A das duas tltimas vem 4y +3z+4 =0. Entdo

n
(=]

3x+2y—1

4y +3z +4

]
(=]
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Logo, um plano qualquer do feixe serd dado por
!

a(3x+2y — 1) +B(4y +32+4) = 0 (a® +B* #0)

2. Ache o plano que contém o pontoP=(1,1, —3) e areta

1]
o

x—y+2

1}
o

xty+z

Resolugdo
O feixe de planos por r € dado por
a(x—y+2) +f(x+y+z) = 0 . (a® +82 #0)
Impondo que P pertenga a esse plano genéric(; do feixe, vem
a(l-1+2) +B(1+1+4(-3)) =0
Logo 2a~f = 0, donde § = 2a (.. a# 0 e §+#0). Substituindo na equagdo do feixe,

vem a(x -y+2)+2ax+y+z)=0oua(3x+y+2z2+2)=0.Comoa+#0,3x+y+2z+2=0,
¢ uma equagdo do plano procurado.

3. Ache o plano 7 que contém a reta r do primeiro exercicio e é perpendicular ao vetor
U=(1, 2, 1) (suponha que o sistema de coordenadas é ortogonal).

Resolugdo
Segue do primeiro exercicio que um plano que contém r terd equagdo da forma

m:3ax + Qa +48)y +3pz +(—at4f) =0
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Sendo u L 7, devemos ter portanto u //(Ba, 2a + 48, 3p), isto ¢,

3a

1l
>

2at+ 48 =2A

1}
>

38

para algum X\ € R. Do sistema acima obtemos @ = ¢ portanto 7 : 3ax + 6ay +3az+3q =0,
Sendo a # 0, dividimos por 3a:

m:x+2y+z+1 =20

EXERCICIOS PROPOSTOS

1.  Obtenha uma equag¢do geral do plano 7 que passa pelo ponto P =(1, —1, 1) e contém a
reta ' '

r X=(0,2,2)+1(1,1,-1)
2. Prove que na equagio (11), os coeficientes nao podem ser simultaneamente nulos.

3. Prove que se r=m, N m, e se 1 C m, existem @ e f reais, ndo ambos nulos, tais que (10)
¢ uma equagdo de 7.

Sugestio: O sistema formado pelas equagbes de m,, m, € 7 € indeterminado. Como as duas
primeiras s3o independentes, a terceira é combinagao linear delas.

4.  Obtenha uma equagdo geral do plano 7, que contém o eixo dos x e € perpendicular a reta
r:X=(0,1, 1)+ A(0, 2, 1) (sistema ortogonal).

5. Ache uma equagio geral do plano 7, que contém r: X =(1, 1,0) + A(2, 1, 1) e é perpen-
dicularas: X = (1,0,0)+ A(1, 1, 0) (sistema ortogonal).



CAPITULO 16

POSICAO RELATIVA DE RETAS E PLANOS

Adverténcia Muito mais do que da meméria vocé vai necessitar, neste-capitulo, do seu bom
senso.

§ 1 Retae Reta

Queremos neste parigrafo resolver o seguinte problema: dadas duas retas 1 e s, descobrir
se elas sdo paralelas, concomentes ou reversas; se forem paralelas, verificar ainda se sdo coinci-
dentes ou distintas.

Para isso, fixemos um sistema de coordenadas (O, E‘: e %), e designemos por T =(a, b, ¢
um vetor diretor de 1, por 3 =(m, n, p) um vetor diretor de s, por A = (x,, Y1, Z;) um ponto

qualquer de r e por B =(x,, ¥2, Z; ) um ponto qualquer de s. Observemos entdo que:

- - = . )
° I e s $30 reversas s¢ € somente se (?, s, AB) ¢ LI, ou seja, se e somente se

X, — Xy Y2— ) 2, -7

170
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SN

L r e s s3o paralelas se e somente se @, ?) ¢ LD, isto ¢, se ¢ somente se existe A € R tal que

T =2 (2)

L I e s s30 concorrentes se € somente se s3o coplanares e ggo/sip Earalela§ ou s¢ja, se e somente
se

- =
m n p =0 e (r,s)LI 3)

X2 — X Ya—Y1 Z; — 2

A partir dessas consideragdes, podemos estabelecer o seguinte roteiro para estudar a posigao
relativa dasretasre s:

Roteiro

. Escolher um vetor T paralelo a r e um vetor s paralelo a s. Temos duas possibilidades:

(7,3) Llou(Z,3) LD.

1) Se (f,3) é LI escolher um ponto A €1 e um ponto B € s, e verificar se (7,5, K]?) é LI
(condigdo (1)). Em caso afirmativo, r e s so reversas. Se, por outro lado, (7,3, AB ) é LD,
estio obedecidas as condigdes (3) e r e s sd0 concorrentes.
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2) Se(r,3)éLD (condigdo (2)), r e s sdo paralelas. Resta saber se coincidem ou n3o. Para
isso, basta escolher um ponto qualquer P de r e verificar se P pertence a s: se sim, temos
r = s (pois r//s er e s tem um ponto em comum); se ndo, r e s sio paralelas distintas

(rtNs=¢er//s).

Observacio

Se r ¢ s sdo concorrentes, o Gnico ponto P comum a elas pode ser determinado resolven-
do-se o sistema § constituido das equagdes de r e s. Alids, 0 estudo da posigdo relativa pode
também ser feito resolvendo-se esse sistemal’). Se S tiver uma Gnica solugdo, r e s s30 concor-
rentes; se S for indeterminado (infinitas solugBes) entdo r=s; se S for incompativel, dois
casos podem ocorrer: as retas s3o reversas ou paralelas distintas (isso pode ser decidido tomando-se
um vetor diretor de cada uma e verificando se sdo LI ou LD).

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Estude a posigdo relativa das retas

r:X=(1,2,3)+x(0,1,3) A€R) ¢ s5:X=(0,1,0) + A(1,1,1) AER)

Resolugio

TemosT =(0, 1, 3), =(1, 1, 1). Como se vé facilmente, @, %) & LL Tomemos entdo um
ponto em cada reta, por exemplo A =(1, 2, 3) EreB=(0, 1, 0) €s. Entdo AB =(-1,-1,-3)
e como

0 1 3
1 1 1 =2%#0
-1 -1 -3

—
concluimos que (?,?, AB) ¢ LI e portanto r e s s30 reversas.

) Cuidado! Ndo use a mesma letra para indicar os parimetros; veja o Exercicio 12 e a Observagio 6 do

Capitulo 14.
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2. Estude a posi¢do relativa das retas

r:X=(1,2,3)+1(0,1,3) A€ER) e s:X=(1,3,6+u(0,2,6) (ER)

Resolugdo
TemosT = 0, 1,3) es = (0, 2, 6). Logo,S=2Te portanto (?,?)é LD. Segue-se daf que
r /| s. Vejamos se r ¢ s sdo distintas ou coincidentes. Para isso, tomamos um ponto qualquer de

r, por exemplo, A = (1, 2, 3), e verificamos se A € s. Ora, fazendo u = Y na equagdo de s,
obtemos:

X=(1,3,6) = >-(0,2,6) = (1,2,3) = A
e portanto A €s. Concluimos que r =s.
3. Estude a posigio relativa das retas

rX=(1,2,3)+1(0,1,3) e

@

xty+z =6
X—y—z = _4

Resolucio

O vetor T = (0, 1, 3) é paralelo a r. Para determinar um vetor § paralelo a s, tomemos dois
pontos de s: fazendo z = O nas equag¢Ges de s, obtemos x =1 e y = 5; fazendo z = 1, obtemos
x=1ley=4;logo,B=(1,5,0)eC =(1, 4, 1)sdo pontosde s e portanto?=§€=(0,—l, 1)
é um vetor diretor de (™.

(*}  Seo sistema de coordenadas fosse ortogonal, poderfamos obter’s de outro modo:

T 7 K
1 1 1| =02-2
1 -1 -l

(por qué?)



174 Geometria Analitica: um tratamento vetorial

Como (1, ) é LI, as retas ndo sio paralelas. Tomemos entdo o ponto A =(1, 2, 3) €r;
—>
temos AB = (0, 3, —3)le sendo

0 1 3
0 -1 1 =0
0 3 -3

. > TNz ~ A X .
concluimos que (t,s, AB) é LD. Logo r e s sdo coplanares; como ndo s3o paralelas, concluimos .
serem concorrentes.

EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Estude a posi¢do relativa das retas 1 € s nos seguintes casos:
a) ytz=3
i X=(1,-1,1)+X(-2,1,-1) 5
xty—z=6
b) X—y—2z=2 2x—3y+z=5
I s
xty—2z=0 xty-—-22=0
x+1 z+1
o) r: 2 =-3y-= 5 s:X =(0,0,0)+ A (1, 2, 0)
_ 2X—y+7=0
d)r:x;3=y4l=z $ .
x+y—-6z+2=0
e)r: X=(8,1,9+a(2,-1,3) s:X=(3,-449+r(1,-2,2)
.x—-l_y—5=z+2 e o_2—1
f) r: 3 3 s S x=—y=—p
x+1 +y—3z=
Pr—s—=y=-12 s: xty-Jdz=1
2x —y—2z=0
Wr:ox+3=-Y-4 -2zl $X=(0,2.29+A(1, 1, -1)

4 3
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2)

Calcule m € R para que

a) res sejam paralelas; '

b) r,set sejam paralelas a um mesmo plano;
¢) ret sejam concorrentes;

d) set sejam coplanares;

e) res sejam reversas.

S3o dadas

Xx=my — 1
I y st x= L =2z t:—x+z=y=—-z-1
z=y-—1 m

No Exercicio 1, obtenha, quando for o caso, uma equagdo geral para o plano determinado
pelasretasres.

Nos itens do Exercicio 1 em que r e s s30 reversas, obtenha uma equagdo geral para o plano
que contém 1 e € paralelo a s.

Determine m para que as retasr: X =(1,0,2) +A(2,1,3)es: X=(0,1,—-1) + A (1, m, 2m)
sejam coplanares, e nesse caso estude sua posigdo relativa

Determine a e § reais para que as retas

r: X=(1,a,0+7(1,2,1) e

]

x=z-2
y=fz-1

sejam coplanares e obtenha nesse caso uma equagdo geral para o plano delas.

§ 2 Retae Plano

O problema que queremos resolver agora é: dados uma reta r ¢ um plano w, decidir se r

estd contida em 7 ou se r € paralela a 7 ou se r é transversal a =, isto é, se r fura # num ponto P.

Neste ultimo caso, usamos o sfmbolo r M 7.
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Lembrando que

L rCn <=r ﬁ nm contém infinitos pontos
L) r/fn = r1Nn=¢

] rMa < rNx contém um Gnico ponto

devemos, para resolver o problema, estudar a interse¢io r N 7.

. _ . > 2> > . -
Fixemos entdio um sistema de coordenadas (O, e,, e,, e3) e sejam, em relagdo a ele,

r: X=(Xo, Yo, Zo) * A\(m, n, p)

m:axtby+cz+d=0

Vamos discutir o sistema de quatro equag3es lineares nas incognitas x,y, z e A;

X =Xg + mA
Y=Yo tnA
z2=2z4 +pA

ax+by+cz+d=0
ou equjvalentemente:

1.x+ 0y +0z— mA — x4 =0
Ox+1y+0z—nA—yo =0
Ox+0y+1lz—pA—25=0
ax+by+cz+0x+d =0

Pela Regra de Cramer, sabemos que este sistema tem solu¢do Gnica se € somente se

1 0 0 —-m
0 1 0 —-n
#*0
0 0 1 —p
a b c 0




Posigdo Relativa de Retas e Planos 177

e calculando o determinante, isso nos d4 ma+ nb + pc # 0. Concluimos que

M7 < mat+nb+pcF 0 (4a)

ou, em outros termos,

mat+nb+pc=0er1Cw ou r/f/nm (4b)

Podemos assim estabelecer o seguinte roteiro para estudar a posigio relativa de uma reta r e um
plano 7.

Roteiro

1)  Achar um vetor V = (m, n, p) paralelo a reta r e uma equagdo geral ax + by + cz+d =0
para o plano 7.

2) Seam+bn+ cpF0, a reta é transversal ao plano e para obter o ponto comum a eles, basta
resolver o sistema formado por suas equagdes.

3) Se am + bn + c¢p =0, podemos ter r C 7 ou r // 7. Para decidir isso, é suficiente escolher
um ponto qualquer A de r e verificar se ele pertence a #. Se sim, r C m; se ndo, temos

r//m

Observagdes

1.  Se o sistema (O, €, €, €3) for ortogonal, o vetor n = (a, b, ¢) é normal ao plano m e o
nimero am + bn + cp é o produto escalar V.n. A condigdo am + bn + cp =0 significa, pois,
que i 1V. Temos assim uma interpretagdo geométrica para (4a) e (4b):

thn <=’V,}.’H
1Cr ou rf/jme V.o

2. Se forem conhecidos dois vetores & = (d, e, f) e W= (g, h, i) linearmente independentes
paralelos a 7, e sendo, como antes, V= (m, n, p) um vetor diretor da reta r, uma condigio

" necessdria e suficiente para que r seja transversal a w é que (W, V, v_v>) seja LI, isto €,

d e f

Faga uma figura para entender isso.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Dados o plano
7:X=(1,1,3)+A(1,-1,)+u(0,1,3)
e areta
r: X=(1,1,H)+a(3,2,1)

estude a posigdo relativade re .

Primeira Resolugdo (veja a Observagdo 2)

Observemos os vetores v = (3, 2, 1), U= Q, -1, 1), w =(0, 1, 3), o primeiro para-
lelo a 1, os dois dltimos paralelos a 7 (e linearmente independentes). Como

3 2 1
1 -1 1| =-17%0
0 1 3

(¥V,u, w) € LI;logo, 1 & transversal anm.

Segunda Resoluciio (Veja o Roteiro)

Obtemos uma equagdo geral de w:

donde

m:4x+3y—2z2—4=0
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Sendo 7=(3, 2, 1) um diretor de r, e como 4.3 + 3.2 + (-1).1 =17 # 0 vemos que r

é transversal a 7.

Idem para

m:X=(1,0, )+ X (1, 1, 1)+ u(0,0, 3),
rX= (2,2, 1)+a(3,3,0).

Resolugio

Os vetores v = (3, 3, 0), o=(,1, e w = (0, 0, 3), o primeiro paralelo a 1, os

outros dois paralelos a 7 (e linearmente independentes) sio LD, pois

3 3 0 3
—————
—U. .
1 1 1 =0 <
7 w
o o0 3

Entdo, devemos ter r C 7 ou r // . Para decidir isso, tomamos um ponto qualquer de r
e verificamos se ele pertence ou nio a 7. Fazendo a = 0 na equagdo vetorial de 1, obtemos
o ponto (2, 2, 1). Substituindo na equagdo de m:

(2,2, )=(1,0, 1) +x (1,1, 1) +u (0,0, 3)

ou seja
2=1+42A
2=2A
I1=1+A+3u

que é claramente incompativel. Logo, r// .
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3. ldempara

x=1+A
rr¢y=1—-2x e m: xty—z+2=0
=A

Resolugio

Vemos pelas equagSes de r que ¥ =(1, -1, 1) é um vetor diretor de r.

Como 1.1+ 1.(-1) + (-1).1 = -1 # 0, concluimos que r € transversal a 7.

4. Idem para

r: x=(11 110)+A(1)'-1, l)

m:x+y—-2=0

Resolugio

Sendo V = (1, —1, 1) um vetor diretor de 1, e sendo 1.1 + 1.(—1) + 0.1 =0, temos
por (4b)que r // mour € 7. Tomemos um ponto de r, por exemplo, P = (1, 1, 0). Subs-

tituindo na equagdo de #, vemos que PE€ 7. Logo,r C 7.

EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Estude a posigdo relativa da reta r e do plano 7 nos seguintes casos:

ar X=(1,1,0+X0, 1, ), a: x~-y—z=2

=y=2z @ X=3,01D+X(1,0,1)+u(2,2,0)




§3

Posi¢do Relativa de Retas e Planos 181

—-_—vtz=
9 r:{" y*z=0 ™ X= (030 +A(l, —o, O+u(0,1,1)
2x+ty—z-1=0" ‘
Xx—y=1
d) r: Y mxty=2
lx =2y =0

e)r: X=(0,0,00+A(1,4,1)
mX=(1,-1,1)+A(0,1,2) +u(1,-1,0)

f) r: 3 =y—-1= 3 T 3x—6y—2z=0

Calcule m paraque aretar: X = (1, 1, 1) + A(2, m, 1) seja paralela ao plano

7: X=(0,0,0)+a(l,2,0)+B(1,0,1).

Calcule m, n € R para que a reta r: X =(n, 2, 0) + A (2, m, m) esteja contida no plano
m:x—3y+z=1.

x—1
m

z .
Calcule m para que a reta r: =7 seja transversal ao plano 7: x + my +z =0.

Ache o ponto P onde r fura m nos casos dos Exercicios Resolvidos 1 e 3.

Plano e Plano

O problema que se coloca agora €: dados os planos m, e m,, decidir se m, = m,, ou se

m e m, sio paralelos distintos, ou se m, e m, sdo transversais (Ou seja, concorrentes). Neste
dltimo caso, usaremos a notagdo m; M 7,, e a intersegdo m, N 7, é uma reta.

e
Fixado um sistema de coordenadas (O, e,, e,, €3), sejam a;x + b;y + ¢;z + d; =0,

a,x+byy +c,z+d, =0 equagOes gerais de w;, e m,, respectivamente.
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Se a;, b,, ¢;, d, forem proporcionais a a,, b,, ¢z, d,, isto &, se existir A 5= O tal que

a, =Ra2, bl = Abg, Cq =>\C2 (3 dl = Adz

teremos My :Adx t Ab,y + Ac,z + Ad; =0 e dividindo por A, concluimos que
a,Xx + by + ¢z + d; =0 € também uma equagdo geral para m,. Conclusio: 7, =7,
(todo ponto de m, satisfaz a equagdo de m, e reciprocamente),

Suponhamos agora que a;, by, ¢;, sdo proporcionais a a,, b,, c;, mas que d, e d, no
seguem essa proporcionalidade, isto €, que existe A 7% 0 tal que a; = Aa,, b; = Ab,,
¢y =Acy; e d; #Ad,. Neste caso podemos escrever m;: Aa,X + Abyy + Acyz+d; =0
e portanto todo ponto X =(x,y,z) de m, satisfaz

a;Xx +byy+cz=— %\'— )
Como todo ponto X=(x,y, z) de n, satisfaz

a,xtbyy+cz= —d, (6)

d .
e —- # d,, vemos claramente que nenhum ponto pode pertencer simultaneamente aos

A
dois planos (o sistema das equagdes (5) e (6) € incompativel). Conclusgo: 7, Nm, = ¢ e
m, e m, sdo paralelos distintos.

Se a;, b;, ¢;, ndo sdo proporcionais a a,, b,, ¢, (e aqui no interessa analisar d; e d,),
concluimos, por exclusdo, que m; M 7, e que m; N 7, é uma reta r. J4 foi visto, no
Exercicio Resolvido n® 5 do § 2 do capitulo anterior, como obter equag¢bes paramétricas

para r.

Resumindo, temos o seguinte roteiro para estudar a posi¢do relativa dos planos w, e 7,
conhecidas suas equagdes gerais

1r1:a1x+b1y+clz+d1=0 [ 11’2:3,2X+b2y+02z+d2:0
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Roteiro

(3]

1)  Seay, by, ¢, d; sdo proporcionais a a,, b,, ¢, d, (isto é, se uma das equagdes € “miltipla
da outra), temos m; =m,.

2)  Seay, by, ¢, sio proporcionais a a;, b,, ¢c; mas d; e d, no seguem essa proporgio, entio
my € T, sdo paralelos distintos.

3) Seay, by, c; ndo sdo proporcionais a 3,, b,, ¢,, entdo m, M 7, e W, N 7, é uma reta.

Observagbes

1. Poderfamos tratar de modo andlogo o caso em que m;, ou 7, (ou ambos) s3o dados por
equagdes paramétricas ou vetoriais. A diferenga é que a0 invés de um sistema de 2 eqliaqées
a 3 incégnitas, poderiamos ter que analisar um sistema de 3 equagGes a 4 incégnitas. Sempre
temos, no entanto, 0 recurso de passar inicialmente as equag¢Ges para a forma geral. Exem-
plificaremos isso nos Exercrcios Resolvidos.

2.  Se o sistema de coordenadas € ortogonal temos uma forma geométrica de tirar as mesmas
-> - . -
conclusdes: os vetores n, =(a;, by, c;)e N, =(az, by, ¢;) s40 nommais, respectivamente, a

m e my; logo

® Se(n;,n;)éLLentson, M =,

sy

e Se (m;,n,)é LD, entdo m, // m,. Para decidir se sdo distintos ou coincidentes, basta
escolher um ponto P qualquer de m; e verificar ss P pertence a 7.

/
m /
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. - Estude a posi¢do relativa dos planos
M X=(1,0,D+X(1,1,)+u(0,1,00 ¢ m, : X=(0,0,0)+a(1,0,1) +8(-1,0,3).

Resolugio

Inicialmente, obtemos equagdes gerais para m; e 7, (isso vocé jd sabe fazer):

m :x—z=0 m,1y=0
ou

my o lx+0y+(=1).z=0 7, :0x+1ly+0z=0

Como 1, 0, —1 ndo sdo proporcionais a 0, 1, 0, temos que m; é transversal a m,, e por-
tanto m; N m, é uma reta.

Se quisermos obter equagGes paramétricas paraareta r =m, N m,

x—z=0
Ir:
y=0

basta, como ja vimos no Capitulo 15, fazer (por exemplo) z =A e teremos

»
1
>

r: ¢ y=0 (AER)
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Estude a posigdo relativa dos planos
m:2x—y+z—-1=0 e

1
My X ——2—y-+72—9 = 0.

Resolugao
Cada coeficiente da equagio de m; é o dobro do seu correspondente na equagio de
m,, exceto o termo independente. Logo, este caso encaixa-se no item 2 do Roteiro e por-

tanto m, e m, sdo paralelos distintos.

Idem para 7,; x+ 10y —z=4, m,: 4x + 40y — 4z=16.

Resolucio
Multiplicando por 4 ambos os membros da equagio de w,; obtém-se a equagdo de
m,. Logo, m; = m,.
EXERCICIOS PROPOSTOS

Estude a posi¢do relativade 7, e m, nos seguintes casos:

a) m:X=(, L, D+A0,1,1)+u(=1,2,1)
m: X=(1,0,00+A(1,-1,0 +u(-1,-1,-2)

b) m:2x—y+2z2—-1=0
M. 4x—2y+4z=0

¢} m:x—y+2z2—-2=0
m: X=(0,0,1)+A(1,0,3) +u(-1,1, 1)

Calcule m para que os planos
7:X=(1,1,00)+A(m, I, 1) +u(1,1, m)

My:2x+3y+2z+n=0
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sejam paralelos distintos, nos casos:
a) n=-5 b) n=1
Mostre que os planos
7:X=(0,0,0)+A(~1,m, 1)+ u(2,0,1)
X=(,2,3)+ta(m,1,0)+5(1,0, m)

sdo transversais, para todo m € R,

Desenvolva um método para estudar a posigdo relativa dos planos 7,: X = A + AU+ u? e

- —->
my: X=B + At + yw, sem passar suas equagSes para a forma geral.

Sugestdo: Discuta a dependéncia linear das triplas (1_;, v, _t>) e (3 v, W)

Miscelanea de Exercicios

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Sejam 1 e s as retas reversas, passando por A e B e por C e D respectivamente. Obtenha
_ . -
uma equagdo vetorial da reta t, concorrente com r e s, e paralela ao vetor v =(1, -5, -1).

Dados: A=(0,1,0), B=(1,1,0), C=(-3,1,-4 e D=(-1,2,-7).

Primeira Resolugio (geométrica)

Pode-se demonstrar (faca isso) que a reta

procurada € a intersecdo dos planos 7, e n,, sendo >

-~

¢ s -
m; 0 plano que contémr e ¢ paraleloa v e m, 0 -
A
2 ¢ ->

plano que contém s e € paralelo a v. Caso esses r /
planos nio sejam transversais, no existe a reta
procurada (prove). Como T, passa por A e tem hENY c
vetores diretores V e AB uma equagdo geral ' D
de m; é: ' s
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-1 PRy
X y z UFPE Vobb
B ME!_ .
1 -5 -1 =0 BlBLlQ’EL
1 0 0
ou
mpiy—5z=1

- —
Por outro lado, m, passa por C e tem vetores diretores v ¢ CD. Logo,
x+3 y—1 z+4

my: 1 -5 -1 =0

ou
my:16x+y+112+91=0

Vé-se facilmente que m, e m, sdo transversais, e portanto a reta procurada é

y—5z=1
t:
16 x+y+11z+91=0
que tem

3

X= (-3

,1L,O+A(1,-5,-1)
por equagio vetorial.

Segunda Resolugio (algébrica)

Sejam M e N, respectivamente, os pontos onde a reta procurada concorre comr e s. A
partir das equagdes paramétricas (ou vetoriais) de r e s, podemos escrever as coordenadas de
M em fungio de um pardmetro X e asde N em fungdo de um pardmetro u (cuidado! ndo use
a mesma letra!). Como M e N pertencem a reta t, devemos ter (W, V) LD, ou seja,deve
existir a €R tal que MN =av,
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Essa igualdade fornece um sistema de trés equagSes nas incégnitas A, u, a, o que per-
mite determinar um ponto de t (M ou N). Com um ponto e um diretor ~ ) de t, escrevemos
suas equagOes. Se o sistema for incompativel, nfo existe a reta t. Vejamos:

EquagBes vetoriais:

r: X=(0,1,0) +1(l, 0, 0)

S. X=(—3, 1, —4) +#(2’ 1, -—3)

MEr = M=() 1,0)

NeE€s = N=(-3+2u,1+pu, —4-3u)

v~ — .
Impondo que MN =av chegamos ao sistema

-3+2u—A=a
M =—Sa
—4 - 3u =—a
. 23
que resolvido fornece A = — 4 R=

t: X= (—-2f43 ,1,00+8(1,-5,-1).

5 _1 _ . 23 -
iy Logo, M = ( —4,1,0). Entao

2. Obtenha uma equagdo vetorial da reta t, que passa pelo ponto P =(2, —1, 1) e é concorrente

com as retas reversas
y+z=5
r:
x+2z2=9

. Primeira Resolucio (Geométrica)

Verifique inicialmente que P &1 e P& s (o
que aconteceria se P € R ou P € 5?). Sejam m,,0
plano determinado por r e P e m,, o plano deter-
minado por s e P. Se r ndo for paralela a 7,, nem
sam, areta t procurada é m, N m, (isso pode
ser demonstrado). Entdo: fazendo z = A nas equa-
¢Oesde re x =u nas de s, obtemos:

2x—z+1=0
s:
y—2z=1
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€ portanto:

A=(9,5,0) €T,
B=(0,3,1)€Es,

s: y=4u+3

z=2u+1

w=(-2,-1,1)//r
v=(1,4,2)//s

Daf segue que 7y passapor P=(2, -1, 1)eé paraleloa U ea PA= (7, 6,—1). Logo:

ou

Vemos entdo que s € transversal a m,, jd que 1.1+(<1).4+1.2=—1+0.Quanto a

Myt -2 -1

m:x—-ytz—4

=0

1

- - - —_
m,, este passa por P e é paraleloav eaw = (-1, 2, 0) (note que w == PB). Logo,

ou

My 1

m:2x+y—32=0

2

y+1 z—1
4 2 =0
2 0

18¢
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L :mos entdo que r é transversal a @,, uma vez que 2.(-2) + 1.(-1) + (-3).1 =-8 # 0.
4 solugdo € portanto,areta w1, N 7y

x—ytz—-4=0
t:
2x+y—32z=0

jue tem equagdo vetorial X =(0, -6, -2) + A (2.5, 3).

Segunda Resolugio (algébrica)

Sejam A e B, respectivamente, os pontos onde a reta procurada concorre com r e s. A
partir de equagdes paramétricas ou vetoriais de r e s, podemos escrever as coordenadas de A
em func¢do de um parimetro A e as de B em fun¢do de um pardmetro u. Como A, B e P
pertencem & reta t, deve existir « € R tal que PA =aPB. Das equacOes paramétricas de
res,jd obtidas na Primeira Resolugdo, obtemos:

A=(9 -2A.5 -0 B=(u, 3+4u, | +2u)

Substituindo na rela¢do acima, vem

(7—20M6—AXN—1) =a(u- 2.4+ 4u. 2u)

Obtemos assim o sistema

7-2A=au-2a
6 - A=da *+dau

A—1 =2au

que. resolvido, fornece

7
T
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—— - ——
Logo, B = (-6, -21,-11)e PB =(-8,-20.-12). Entdov =- 7 PB=(2,5, 3) é um vetor diretor

da reta procurada e

t:X=(2,-1,1)+8(2,5,3)

Observacdo Final
O metodo algébrico utilizado para resolver os Exercicios 1 e 2 é uma 6tima ilustracdo

daquilo que foi dito no Prefdcio a respeito do método analitico de estudo da Geometria.
Cremos entdo ser a hora de convidd-lo a reler com ateng¢do aquele Prefécio.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Estd fixado um sistema ortogonal de coordenadas nos Exercicios 10, 11, 12, 14, 17,
25, 27 e 28.

1. Obtenha uma equagdo vetorial para a reta t, que passa por P e € concorrente comr e s, nos
seguintes casos (interprete geometricamente os resultados):

$:X=(-2,0,4)+A(1.1,-1)

b)P=(-2,2,-4) nX=(-1,1,3)+A(-2,-2.2) s:X=(-2,4,4)+Xx(1,2,3)

X-y-z+5=0 XxX-3 y-2 2
P=(1. : I T e—=—
©) (1.0.6) r[2x—z+4=0 $ 2 3 3

HP=(1,-2,-1) r:[Z=.-x-2 _[z:x-l

y=]-x S'y=l+2x

e) P=(1,0,3) nX=(1,000+x(3.-1,2) s:X=(-5,2,-4)+A(1,5,~1)
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Obtenha uma equagdo vetorial para a reta t, concorrente com r e s, nos seguintes casos
(interprete geometricamente os resultados): '

x+ty—3z=1
a)r: X=(1,1.=-1)+x(2,1,-1) s:

2x—y—2z2=0
e t é paralela a reta determinada por M=(1, —~1,4) e N=(0. -3, —1).

xtl oo X = (= 2
S =y=-z sX = (5,5, 0+A(5,4,3)

b) r:
e t € paralela ao vetor v =(1,0,1)

O X=(1,2,3+X(2,—1,0) s X=(0,1,-3)+ A (I, —1,-2)

e t é paralela areta

43 86 —43
- X = + _— e —
h: X=(0,0,0) + A( 9 "7 7 )
Obtenha uma equagdo vetorial para a reta que passa pelo ponto P, é paralela ou contida
no plano , e concorrente com areta r nos seguintes casos (interprete geometricamente):

a) P=(1,1,0) m:2x+ty—z~-3=0 rX=(1,0,.00+A(-1.0, 1)
b)P=(1.0.1) mx -3y-—-z=1 rX=(0,0,00+A(2.1,-1)
P=(.2.1 X y=0 rrX=(1,0,00+A(2,2,1)

Obtenha uma equagdo vetorial para a reta t, contida no plano m: x — y + z =0, e que €
concorrente com as retas

X+ty+2z=2 Z=x1+2
X=y y=0

Obtenha uma equagdo vetorial da reta t, paralela aos planos « e §, e concorrente com as
retasr e s, sendo

{x+2y—z=3
r:x-2y=z—x=y+|l s:

XxX—-2y+z+1=0

a:x+2y+z-1=0 e B:x+4y +22=0.
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10.

11.

12.

13.

14.

Obtenha uma equagdo geral para o plano que contém a retar: X =(1,1,0)+ A (2, 1, 2)

+
ee’paraleloeiretas:x21 =y =1z+3

Obtenha uma equagdo geral para o plano que passa pelo ponto P = (1, 3, 4) e ¢ paralelo
aoplano m:x+y+z+1=0.

Dé uma equagdo vetorial da reta h, paralela ao plano 7: x + y + z = 0, concorrente com
asretas 1: X=(0,0,2)ta(1,1,1), s:X=(2,0,-5)+8(0,1,1) e
t: X=(-3,-3,3)+7(1,0,2).

Existe alguma reta paralela 4 reta r: X=(0, 1, 1) + A(l, -1, -1), contida no plano
7: X -2y t+ 3z -1 = 0? Por qué? E paralela ao eixo das abscissas?

Considere os planos 7;: 2x =y, M,:Xx =0, my:z =0, eseja my o plano determinado

pelas retas

x=0
r: X=(1,2,00+A(1,2,-1) e = {
zty=1

Verifique se esses planos determinam um tetraedro e calcule o seu volume.

Calcule o volume do tetraedro determinado pelas retas r, s, e t e pelo plano 7. Sdo
dadosm:x+y+z—-5=0, nx=z2=0, six=y=0e¢ t:x-2y=z=0.

Verifique se as retas 1, s, t e o plano 7 determinam um tetraedro e calcule seu volume.

Dados: mx+y—z+1=0, r {X=y
x=z4+1
xty=0 xty—z=1
S t:
z+1=0 x=0

Um paralelogramo de vértices A, B, C, D. tem lados AB e CD paralelos a reta de equagdo
r: X =(0.0, 0) + \(3, 4. 5) e os outros dois paralelos ao plano 7: x +y + 32=0
Conhecendo os vértices A e D. determine os vértices B e C. Dados: A =(0. 0. 0) ¢
D=(I.1.1).

Considere as retas r: X =(1, 1, 0) + A (0, 1, 1) e s x: L_ y =2z. Seja A o ponto onde s

P

fura o plano 7, e B e C respectivamente os pontos onde r fura os planos Oxz ¢ Oxy. Calcule
a drea do tridngulo ABC nos seguintes casos:
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a) m:x—ytz=2
b) m:x—y-—-z=2
) m:x—4y+2z=1

15. Projete o ponto P = (1, 4, 0) sobre o plano 7: x + y — 2z + 1 = 0, paraielamente 4 reta
1:X=(0,0,00+A(1,4,1).

16. Sendo m: X =(0,0,0) + X(1,-1,-1) +u (3,0,-1), n X=(1,0,0) +v(2,1,0),e¢
P = (2, 2, 1) existe uma reta concorrente com r, passando por P e paralela a n? Por qué?

17. Dados os planos m;: x =y =0, my:x+z=0 e m3: x — y+3z+ 3 =0, mostre que
my N @, N w3 se reduz a um ponto A (determine-o). Em seguida, calcule o volume do
paralelepipedo que tem diagonal AH (H = (2, 1, 3)) e trés faces contidas nos planos dados.

18. Dadas as retas r e s e o ponto P, verifique em cada um dos casos seguintes se existe uma
reta t passando por P e concorrente com r e s nos pontos A e B de tal modo que os segmen-
tos AP e BP sejam congruentes; se for o caso, obtenha uma equagio vetorial para t. Inter-
prete geometricamente os resultados. ‘

a) P=(1,-1,-9) ©:X=(0,-4,1)+X(2,1,0) s:X=(0,-3,—3)+u(l,0,2)

b) P=(1,2,3) rX=(0,0,00+A(1,0.1) sX=(1,1,D+u(2 11

19. Obtenha equagdes do lugar geométrico dos pontos médios dos segmentos que se apoiam
nas retasr € s e interprete geometricamente, nos seguintes casos:

a) nX=(1,2,2)+ A0, 1,1) $:X=(0,0,0) +u (1,0, 1)

xty—z+1=0
by nX=(1,2,3)+21(1,2, 3) s:

2x -y =4

¢ X=(1,0,00+A(-1,0,1)
$:X=(0.0,1)+u(2.1. 1)

20.  Obtenha nos casos do exercicio anterior, equagoes do lugar geométrico dos pontos médios
dos segmentos paralelos ao segmento AB. que se apoiam nas retas r e s. Sdo dados:
A=(1,2,7) e B=(1,1,4). Interprete geometricamente.
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21.

22.

23.

25.

26.

28.

Obtenha equagdes do lugar geométrico dos pontos médios dos segmentos que se apoiam
nos planos m; e m, e interprete geometricamente, nos seguintes casos:

a) my: 2x— 3y+3z—4=0 myixty—2z+2=0
b)m:x—y+3z=0 M:X—y+3z2—1=0
Obtenha, nos casos do exercicio anterior, equagdes do lugar geométrico dos pontos médios

dos segmentos paralelos a0 segmento AB, que se apoiam nos planos m; e w,. Interprete
geometricamente. Sdo dados: A=(1,4,0) e B=(0, 1, -2).

Obtenha equagtes do lugar geométrico dos pontos médios dos segmentos que se apoiam na
reta r e no plano m, e interprete geometricamente, nos seguintes casos:

a) mx—-2y—z=1 rX=(1,0,2)+A(2,-1,4)
b)mx+y+z=0 r:X=(0,0,00+x(1,1,1)
¢gmx—2y—2=0 rX=(1,0,1)+A(1,0,1)

Nos casos do exercicio anterior, obtenha equagSes do lugar geométrico dos pontos médios
dos segmentos paralelos ao segmento AB e que se apoiam emr e 7. Interprete geometrica-
mente. Dados: A=(1,0,1) e B=(1, 2, 3).

Sejam A =(2,1,1), B=(-1,0,1), C=(0,2,1)e m: X=(2,4,0) +a(-1,1,1)+8(-2,—1,0).
Mostre que o lugar geométrico dos pontos X do plano m, tais que o tetraedro ABCX tenha
volume 1, é a reunido de duas retas paralelas, contidas em #; obtenha equagdes vetoriais

para elas.

Dadas as retas r: X =(1,0,0) + « (0, 1,1),s: X =(0,2,0) + 8(1,0, 1), t: X = (0,0,3) + v(1, 1,0).
seja h a reta concorrente com 1, s ¢ t nospontos A, B e C respectivamente, de
tal modo que B seja o ponto médio de AC. Determine os pontos A, B e C ¢ uma equagio
vetorial de h.

Dada aretar: x — y=x+2— 1=0, seja # um plano que contém r ¢ determina com os

trés planos coordenados um tetraedro de volume V = 11—2 Determine os vértices do

tetraedro e uma equagdo geral de .

Dados os pontos A =(1,0,0), B=(0,2,0), C=(0,0,3)e0=(0,0,0), sejamr,s et
as retas que passam respectivamente porOe A,Oe B,0O e C. Obtenha uma equagio geral
do plano m, paralelo ao plano que passa por A, B e C, de modo que o tridngulo A’ B’ C’

. 7
tenha drea e sendo A’ B'e C' os pontos onde as retas r, se t furam 7.



CAPITULO 17

PERPENDICULARISMO E ORTOGONALIDADE

Nos capitulos anteriores, a ndo ser em raras ocasi0es, ndo foi necessdrio supor que o sistema
de coordenadas fosse ortogonal. Neste capitulo e nos seguintes, porém, isso é essencial. Entdo,
saIvo menpao em contrdrio, estaremos sempre utilizando um sistema ortogonal de coordenadas
(0, 1 ] k) Preste atenc¢do para descobrir onde surge a necessidade disso.

§1 Retae Reta

Para decidir se duas retas s3o ou nio ortogonais, tomamos vetores paralelos a elas e verifi-
camos se estes sdo ou ndo ortogonais.

Atencdo

Hd diferenca entre os termos retas ortogonais e retas perpendiculares! Retas ortogonais
podem ser concorrentes ou reversas, enquanto que retas perpendiculares s30 obrigatoriamente
concorrentes.

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Verifique se as retas
rX=01,1,D)+7(2,1,-3) (AER)
:X=(0,1,00+x(-1,2,0) (¢€R)

sdo ortogonais. Verifique também se s3o perpendiculares.
196
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Resolucio (EPE COEN
wl
Temos BIBU’U e

(2,1,-3) " (=1,2,0)=2(=1) +1.2+(=3).0=0

logo, r e s sdo ortogonais. Para verificar se sdo perpendiculares, basta verificar agora se sdo
concorrentes. Para isso, segundo o que vimos no Capitulo 16, §1, € suficiente resolver o
sistema das equagbes de r e s. Um outro modo € verificar se r e s s3o coplanares (e se forem,
serdo perpendiculares). Vejamos:

P =(Q,1,DHer
Q =(,1,0€ s
QF = (1,0, 1)
¢ = (2,1, —3)éum diretor de r
v = (=1, 2,0)é umdiretor de s.
Como
2 1 -3
-1 2 0 =11 # 0,
1 0 1

- > - - - .
os vetores u,v e Q o LI e portanto r e s sdo reversas; logo ndo sio perpendiculares.

Idem para

[ x—y+2z =1 {2x—y+z=1
I. S

x+y—2z=2 x_.yzo

Resolugio

Devemos achar vetores T e S, diretores de r e s, respectivamente. Conforme o Exer-
cicio Resolvido n?® 3, §3 do Capitulo 15,
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T 7 K

T= 1 =1 2 1 =(0,4,2)
1 | )
I S <

T= 2 -1 1| =({1,1,-1)
1 -1 0

Como T *$=0+4—2=27% 0,asretasr e s nio sio ortogonais.

3. Ache equagGes paramétricas da reta r que passa por P = (—1, 3, 1) e é perpendicular 4 reta
s 2= L _y=1_ z.

2 3

Resolugao

Vamos procurar o ponto Q, comum a r e a s (0 pé da perpendicular). Obtenhamos
inicialmente equag¢Ges paramétricas para s. De

x=1 _y-1_,_,

2 3
vem:
x=1+2A
$ y=1+3A
z2=A

Como Q pertence as, temos Q = (1 + 2\, 1 + 3\, A) para algum A €R e portanto

PQ =(2+2\ —2+30 A1) (@)
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Sendo V =(2, 3, 1) um vetor diretor de s, devemos ter i’T)’ 1¥. Entdo

0=PQ -V=(2+20, —2+30A=1)"(2,3,1)=4+4A— 6+ 9N+ A~ 1

donde )\=i Levando a (a), ve ﬁ6=(i4 L -ﬂ) Entdo r é dada por
14 , vem 14°14 > 147 po

x=—1+34u
y= 3-—19%
z= 1-11u

Atencido

>
Evite o erro seguinte: tomar um vetor qualquer ortogonal a v para ser vetor diretor
de r. E preciso ter muito boa pontaria para acertar a reta s, “chutando” um dentre os infinitos

-
vetores ortogonais a v!

EXERCICIOS PROPOSTOS
I. Verifique se as retas r e s s30 ortogonais; em caso afirmativo, se sio também perpendiculares.

a) nX=(1,23)+A(1,2,1) s:X=(2,44+A(-1,1,-1)
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b) r:X=(0,1,0)+A(3,1,4) s:X=(-1,1,0)+ A (1,0, 1)
x-1 - :
¢ I > - =—SL3 =—7Z— s: X=(1,3,00+A(0,-7,5)
. = =—Z— x-4 —-4-y—
d) nx+3=y 3 s 2 ——_1—-— -z
e) x=2+3A
-4 oy +4
rody=-5-22 s: 2= = L5 =
z=1-2A

x=-3+A
a) P=(2,61) . I: y=A
z=3A
b) P=(,0,1) r passa por A=(0,0,-1)e B=(1,0,0)

3.  Ache equag¢Ges sob forma simétrica da reta perpendicular comum &s retas reversas

x=2+A
xty=2
I =A e s:
y [z=0
z=-1+A

4. Dé uma equagdo vetorial da reta paralela ao plano , perpendicular a reta AB, e que intercepta
aretas, sendom:2x—y+3z2—1=0, A=(1,0,1), B=(0,1,2), s: X=(4,5,0) + 73,6, 1).
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§2 Retae Plano

£}

Para decidir se uma reta r € um plano 7 s30 perpen-
diculares, podemos proceder assim: sendo W #0 para-
lelo ar, U eV linearmente independentes e paralelos a

———
<4

- —> -, —
7, entdio'r L 7 se e somente se U ~ vV é paralelo a w.

s

-
entdo, como (a, b, ¢) é normal a , basta verificarmos se este vetor € paraleloa w .

Caso o plano seja dado por uma equagao geral

I
|
f
m axtby+tcz+d=0 l

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Verificarse 1 e 7 s3o perpendiculares, sendo

r:X=(0,1,00+x(1,1,3) (AER)
m:X=(3,4,5+X(6,7,8 +u(9,10,11)- (\, UER)

Resolugio

n=(6728 ~(910,1)=| 6 7 8 | =(-3,6,-3)

4 —> ~ - PR
¢ normal a m. O vetor w = (1, 1, 3), paralelo a r,ndo é paralelo a n, como € ficil ver. Logo
rdn.

2Xx—y—-2z=0
2. Idempara 7: x+2z=14 e
2xty—-z=2
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Resolugio

Um vetor paraleloa 1 €

T T x
W= ATy =(2,-L, -2 L-D=|2 -1 -1} =04
2 1 -1

€]

=y

77

> > >
Um vetor normala 7 é n=(1,0,2). Como w=2n,vemosque 1 la.

3. Ache equagdes na forma simétrica da reta r que passa por P = (-1, 3, 5) e € perpendicular

aoplano m:x—y+2z—1=0.

Resolucao

Um vetor diretor de ré o vetor o =(1, —1, 2), normal a n. Entdo

‘- x+1 y-3 _z-35

1 -1 2

EXERCICIOS PROPOSTOS
ﬁ) Verifique se r € perpendicular a 7 nos casos
a)yr: X=G, L, 49+r(l,-1,1 mX=(1,1,1)+A(0,1,00+u(1,1,1)

b) :X=(3,1,4) + A (=1,0,1) mX=(1,1,1)+A(0,2,00+u(l,1,1)
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x=1+3A
cjr y=1-3A m6x—6y+2z—1=0
z=2A
Ix+y+z=l
dyr: mx—ytz=1
L 2x+y—2z=0
(x—y—z=0
e)r: m2x—2y+4z=1
Lx+y=0

Ache equagdes paramétricas da reta que passa por P e é perpendicular ao plano 7 nos

casos:
a) P=(1,~-1,0) mX=(1,-1,.D+A(1. 0, ) +u(l.1,1)
b) P=(1,3,7) m2x—-y+z=6

Ache uma equagio geral do plano 7 que passa por P e é perpendicular a reta r nos seguintes

casos:
a) P=(0,1,-1) r:X=(0,0,0)+x(1,-1,1)
x—-2y+z=0
b)yP=(1,1,-1) I
2x—-3y+z—-1=0
C) P:(O, 0,0) r PassaporA=(1,—1» 1) € Bz(_l’ 1’_1)

Ache o simétrico de P em relagdo ao plano 7 nos casos seguintes:
a) P=(1,4,2) mX=-y+z-2=0

b)P=(1,1,1) w4y —2z2+3=0
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Ache o simétrico de P em relagdo 4 reta r nos seguintes casos:

a) P=(0.2,1) rrX=(1,0,0)+ A (0,1, —1)
byP=(1,1,-1) r:x;2 =y=1z
x-y-z=0
c) P=(0,0,-1) I:
2x+3y—-1=0

Determine a projegio ortogonal
a) do ponto P=(4, 0, 1) sobre o plano 7:3x -4y +2=0
b)daretar:x+1=y+2=3z— 3sobreoplanon: x-y+2z2=0
c) da origem sobre a reta interse¢do dos planosm,:x +ty+z=1 e
x=14+2A
my: y=1+u

z=1+A+tu

Ache equagdes paramétricas da reta r’, simétrica da reta r em relagdo ao plano m, sendo
r determinada por A=(1,0,0) e B=(0,-1,-1) e m dadopor x+y-z=3

Dados os planos m,: x-y+z+1=0 e m,: X+y-z-1=0, determine o plano que
contém m; N m, eé ortogonal ao vetor (1,1, —1).
Ache o vértice B de um tridngulo retingulo ABC sabendo que

(i) A=(1,1,1)ea cota de C é maior do que a de A;

(ii) a hipotenusa AC é ortogonal ao plano x+y -z -10=0, e mede \/3;

(iii) olado AB é ortogonal ao plano 2x-y-z=0
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10. Ache equagGes na forma simétrica da reta perpendicular as retas

x=1+2A x=0
I: y=»A s: y=u
z=0 z=1+u

e que passa pela interse¢dode 1 e s.

11. O vértice de uma pirdmide regularé P =(y/2, 2,0) e sua base é um quadrado ABCD con-
tido no plano 7n: x — z=0. Sendo A = (0, 2, 0), determine os outros trés vértices e o

volume da pirimide. -
. n
2

§3  Plano e Plano

> ->
Se n, € normal ao plano n,, n, é normal ao
. -> -
plano m,, entdo, m; L m, se e somente se n; * n, =0,

-

EXERCICIO RESOLVIDO

como € claro.

Verificar se sdo perpendiculares os planos
m:X=(0,0,1)+X(1,0, D) +u(-1,-1,1)
My 2x -7y + 162=40
Resolugio

Um vetor normala n; €

T 7 X

5

o =(1,0,1) A(-1,-1,1)= 1 0 1| =q,-2,-1)
-1 -l 1

Um vetor normal a m, € 1, = (2, -7, 16). Como Ry My = (1,-2,-1) - (2,-7,16) = 0,
resulta que 7; L m,.
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EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Verifique se os planos dados sdo perpendiculares nos casos:
) X=(1,-3,9+7(1,0,3)+u(0,1,3)

X=(0,0,00+A(1,1,6)+u(1,-1,0)

b) x=(1, 11 1)+x(_110,—1)+“(4’1,1)

X=(3,1,1)+1({1,-3,~1)+u(3,1,0)

C) x=(4’3’l)+)‘(_1’0,—1)+ﬂ(3,1,0 y-—32=10

d x+y-z—-2=0 = 4x-2y+2z=0

2.  Ache uma equagdo geral do plano por (2,1,0) que é perpendicular aos planos
x+2y—-32+4=0 e 8x—4y+16z—1=0. :

3. Dadososplanosm:x—y+z+1=0, my:x+y—-z—-1=0¢e m3:x+y+22-2=0,
ache uma equaggo do plano que contém m; N m, eé€ perpendiculara m;.

4. Um cubo tem diagonal AB e uma de suas faces estd contida no plano m:x —y =0. Deter-
mine seus vértices, dados A=(1,1,0) e B=(1, 3,4/2).

5. Um hexdgono regular ABCDEF estd contido no plano 7: x + y + z — 1 = 0. Sendo

2 2

,?,T) dois vértices diametralmente opostos, determine os

A=(1,0,0) e D=(%1

outros quatro.



ANGULOS

Neste capitulo, todos os sistemnas de coordenadas sdo ortogonais.

§1  Angulo entre Retas

Dadas as retas 1 e s (né’o ortogonais), queremos
achar a medida 6. do dngulo agudo entre elas. Para isso,
tomemos U # 0 e vV # 3, respectivamente paralelos
ar eas. Sendo a a medida do dngulo entre T eV, temos

u-
oS =———5—
Y]

1 u,0<a<1r

<f<d

. . b -
Analisemos o sinalde u *v.

CAPITULO 18

(b)

e Se U *V >0, entio cosa >0, donde 0 <a < %, e =a (veja a Figura (a)). Logo

=

> o
_ u Ju v
c0s 0 ==

—
0 g v

207
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e Se U +v<0,entio cos a <0, donde '1'2" <a <, eneste caso 8 +a=n (veja Figura (b)).

Logo
g -> >
u-v |u V]
cosf=cos(m—a)=—cosa=— —5 5 = ———
full vl fuifivi
Em qualquer caso,
UV i
cos b = =g = , 0 <6< —2‘
Ta il v i

Observagio

Salvo mengdo em contrdrio, o dngulo entre duas retas serd considerado sempre como sendo
o agudo.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1.  Ache a medida em radianos do dngulo entre as retas r: X =(1, 1,9) + A (0, 1, —-1) e

Resolugio

Temos U =(0,1,-1), v =(1, 1, 0), logo
¥-v1 __10,1,-D-(,,0 __ 1 1
lelisl 1O, L,-DIILLOT 22 2

cost =
0= —7—;— (em radianos).

2. Obtenha os vértices B~e C do tridngulo equilitero ABC, sendo A = (1, 1, 0) e sabendo que
o lado BC estd contido na reta r de equagdo vetorial X =(0,0,0)+ A (0, 1, —1).
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Resolugdo
Seja P um dos vértices (B ou C). Entdo, como P €T, temos
P=(0,A, - (@

Mas o dngulo entre r € a reta que passa por A e P mede 60°. Assim, como ¥ =(0,1, -1)
—>
é um vetor diretor der ¢ AP =(—1,A—1, —}), devemos ter:

cos 60° =

ou

B [A—1+ M|

1
2T 2T DTN

Simplificando, apds elevar ambos os membros ao quadrado, chega-se a A2 — A =0, e por-
tanto A =0 ou A = 1. Portanto, segue de (@) que P=(0, 0,0) ou P =(0, 1, —1). Conclusio:
os dois vértices Be Csi0 (0,0,0) e (0, 1. —1).

Obtenha uma equagio do lugar geométrico dos pontos X € E3 tais que a medida em

radianos do dngulo entre o eixo dos z e a reta que passa por X e P=(0, 0, 2) seja % .

Resolucao
Pondo X = (x, y, 2), temos PX = (x, ¥, z — 2). Assim, chamando §2 o lugar geométrico.

XKl V2

XEQX =451kl - 2
logo.
S V20 LA |
Xea x2+yi+(z-2)2 " 2
(z-- 21 =x?+y?
—
z F 2

Segue-se que
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é uma equacgdo para §2. Note que, da forma como foi enunciado o problema, o ponto P

ndo pertence a §2, daf a ressalva z # 2. Use a sua intuicdo geométrica para perceber que

§2 é uma superficie conica!*! tendo o eixo dos z como eixo de simetria (veja o Exercicio 10,

§6 do Capitulo 22).

§2  Angulo entre Reta e Plano

Para achar a medida 0 do dngulo entre a retar e ﬂ;“ 3
o plano m, basta achar a medida « do dngulo entre r
L .
¢ uma reta normal a 7, uma vez que 6 + « = Sejam
Qr
U um vetor diretor de r e 0 um vetor normal a 7. Entdo, A0
como /’
ya
T s A
wsa =—5—— 7 I
Inll lul
(veja o §1), temos
send = 7 - d | 0<9 <X
—_—— <9<
okl 2

(por serem « e & complementares, sabemos que cos o =sen 8).

Observagio

O angulo entre uma reta r e um plano 7 ¢ definido como sendo o angulo entre 1 e sua

proje¢do ortogonal sobre w, salvo se rlw. Assim, se 8 é a medida em radianos desse angulo.

. T
temos necessariamente 0 <0< .

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Ache a medida em radianos do angulo entre

r: X=0,1.00+A(-1,-1,0) e nwn:y+z—10=0

) Sem o seu vértice.
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i*)

Resolugio

Comon =(0,1,1)é normalam, ed =(-1, —1, 0) € paralelo a r, temos

wng oIncul 1
Il 1y 2
T
donde 6 = R

Obtenha equagdes paramétricas da reta r, que passa pelo ponto P = (1, 1, 1), é paralela

ao plano m;: x + 2y — z =0, e forma com o plano m,:x — y + 2z =1 um dngulo de%rd.
Resolugdo
Tudo que precisamos é obter um vetor diretor U da reta r. Como hd uma infinidade

de vetores paralelos a r, esse problema ¢ obviamente indeterminado!®), Seja U= (a, b, ¢).
Como 1, =(1,2,—1)é normal a m,, temos:

1//m <= U n =0 < a+2b—c=0 (@)
Por outro lado, sendo 1, =(1, —1. 2) normal a M5, vem
u -, 3 a—b+2
0 -l V3 |a | "

m
sen —— = — -
IS N TR

De (a), obtemos ¢ =a + 2b. Substituindo em (83), elevando membro a membro ao quadrado
e simplificando (faga!), obtemos b = 0 e portanto (por (&) novamente) a = ¢. Isso quer
dizer que o conjunto solu¢do do sistema das equagles (a) e (8) é constituido de todos os
vetores da forma (a, 0, a). Observe que todos eles sio paralelos e portanto qualquer um

deles (ndo nulo) ¢ um diretor de r. Escolhendo, por exemplo, a = 1, teremos U=(1.01)
e entdo
X=1+A
r y=1
z=1+X

Com um grau de liberdade.
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Observacio

Uma outra maneira de resolver é determinando o ponto Q = (x,.y, z) intersegdo de
r com m,. Tente fazer assim. Vale a pena observar, que nesse caso, havendo um dnico ponto
Q para cada reta r, somos obrigados a procurar trés equagdes independentes nas incégnitas
X,y,Z € obter assim um sistema determinado.

§3  Angulo entre planos

A medida 8 do angulo entre os
planos m; e m, é a medida do angulo
entre duas retas r, e r,, respectiva-
mente perpendiculares a @, e m,.

rrL Tr], rz.LTrz
EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Acheamedida 6 do dngulo entre os planos
mix—y+tz=20 e myx+y+z=0

Resolugio

n, =(1.—1.1) é normal a m,; logo paralelo a r,. n, =(1, 1, 1) é normal a m,; logo para-

lelo ar,. Entdo. como vimosno § 1.

SO L Y N (¢ P PRV R ¢ PO V0 VL M 0

g il 10, -LDII L DT /3 /3 3

1
donde 8 = arc cos =¥
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Obtenha uma equagio geral do plano m, que contém a reta
x—2yt22=0
3x—~5y+7z=0

e forma com o plano 7, : x + 2=0 um dngulo de 60 graus.

Resolucdo
Se 7 contém a reta r, sua equagdo é a da forma
a(x—2y+2z)+B(3x = Sy +72)=0 (@® +82 # 0)

(veja o Capitulo 15, §4), ou seja,

mi (a+3B)x — (2a+ SP)y + (2a+78)2 =0

213

(8)

e portanto n=(a+38, ~ 20 — 5B, 2a + 7B) é um vetor normal a 7. Sendo n, =(1.0.1)

normal a 7, , devemos ter

60° lf—{ ) Hx |
oS =
I
0 que nos levaa
1 [3a+108 |
2 V297 + 5408 + 8342

Quadrando membro a membro e simplificando. obtemos
3a? +22aB+ 3982 =0
. R . 13
Resolvendo esta equagdo de 29 grau em a, vocé obterd a = —3fea=— 3 B.

Substituindo em (8), obtemos duas solu¢bes para o problema: m: y + z
m:4x— 1ly+5z = 0.
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§4 Semi-espaco
Seja m:ax + by + cz + d=0 um plano. Queremos caracterizar algebricamente os semi-

espagos S; e S, (abertos) determinados por 7. Para isso, fixemos um ponto P € 7 ¢ observemos

que (veja a figura)

&

/ |
/

@ X

S, ={X€E}| PX-® >0} e S,={XEE} PX:7¥ <0}

£l

onde n =(a, b, ¢) é normal a 7. Isso se deve ao fato de que para os pontos de um semi-espago, 0
- o -> .
dngulo entre PX e n ¢ agudo, e para os do outro, obtuso (¢ claro que para X € m, tem-se

PX L ).
Sejam agora P =(Xo, Yo, 20) ¢ X=(x,y,2). De P€n, sabemos que
axg +byg +czo+d=0 (1)
Assim,
—
PX 1 =(x—Xq)a+(y — Yo)b+(z—2z)c
=ax + by + ¢z - (axo + by, +¢2zp)
(1
=ax+by+cz+d N
Concluimos que os semi-espagos abertos S, e S, se caracterizam pelas inequagdes

S, :ax+by+tczt+td >0

S,:ax+bytcz+d <0
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e os semi-espagos fechados!")S, e S, se caracterizam pelas inequacdes
S,7ax+by+cz+d =0
S,:ax+bytcz+d <0
EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Verifique se os pontos A = (1, 2,4) e B = (2, —1, —3) pertencem a0 mesmo semi-espago
ou a semi-espagos opostos relativamente ao plano 7: 2x — 3y —z=0.

Resolugio
Basta substituir as coordenadas de A e B no primeiro membro da gquagﬁo dem:
A:21-32-4=-8<0
B: 22-3(-1)-(-3)=10>0

Logo, A e B pertencem a semi-espagos opostos.

2. Osplanosm;:2x -3y+z =0em:x-3y-z-2 =0 determinam quatro diedros. Chame-
mos I o diedro que contém P =(1, 0, 0) e II o diedro que contém Q = (3, 2, -1). Quais
pontosder: X=(1, 2,-2)+ A (-1, 1, 1) pertencem a I e quais pertencem a II?

Resolugio

Seja X um ponto genérico de r. Entdo, X = (1 — A, 2 + A, —2 + A). Substituindo as
coordenadas de P no primeiro membro da equagio de m,, obtemos 2.1 — 3.0+ 0 =2 >0.
Substituindo no primeiro membro da equagio m,, obtemos 1 — 3.0 — 0 — 2 =—1 <0.

Entdo, X €1 se e somente se

20 -0 =-3Q2+0)+(=2+A0)>0¢e 1 -A=-3R+N)~-(2+n-2<0

{*)}  Isto &, incluindo o plano 7,
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isto é,

X€I<==>>\<-%e>\>-l

Como nido existe A nas condi¢des acima, nenhum ponto de r pertence a I.

Quanto a II: substituindo as coordenadas de Q nos primeiros membros das equagdes de
m, e Ty, obtemos, respectivamente, 2.3 — 3.2 —1=-1<0e3-32-(-1)-2=-4<0

Entio XEII se e somente se

20-0)-32+N)+(-2+N) <0 e 1-A-32+N)-(-2+N)-2<0

isto €,

XeMe=A>-3 e A>-1e=A>-1

ou
N I= {X=(1=2A, 2+, =2+ |1 > -1}

que é uma semij-reta.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Ache o co-seno do angulo entre as retas:

5 1 3x—-2y+16=0
a) X=(—~7,2,0)+7\(-§—,1,1)

3x—-z=0
x= 3+X x=—2+A
b) y=—-2-R y= 3+2

z=ﬁ>\ z=—5+\/7)\
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=3-z
3
c)
y=0
- 1—-y _z
d =_-Y_2z
) x 7 "3

=z+3

[

«
Il
o

(3x+y—52=0
4

2x+3y—8z=1
L

Ache a medida em radianos do 4dngulo entre a reta e o plano dados:

x=0
a)

y=z
b) x=y=z

© X=(0,0,1)+A(-1,1,0)

X=1+2X
d) y=A
z==2A
ty=2
e) xTy
x=1+2z

3x+4y=0

x+y—z—-1=0

vV %x+y+22—10=0

Ache a medida em radianos do dngulo entre os planos:

a) 2x+y—z—-1=0

b) x=(1’0’0)+k(1’09 1)+”(_ly0’0)

© X=(0,0,00+72(1,0,0)+u(1,1,1)

X—y+32-10=0

x+y+z=0

X=(1,0,0)+A(-1,2,00+1 0, 1,0)

217
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10.

11.

12.

13.

14.
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Ache a reta que intercepta as retas

x=—~1+5A
o x=1 _y-1__2z . _
N—g—=so—=—3 ;s y=1+3\

Z=X

e forma dngulos congruentes com os eixos coordenados..

Ache a reta que passa pelo ponto P = (0, 2, 1) e que forma dngulos congruentes com as
retas

X=X x=1 x=1
r: y=2X s §y=2+3A t: Jy=2
z=2X\ z=3 z=3X\

Ache a reta que passa pelo ponto (1, —2, 3) e que forma dngulos de 45° e 60° respectiva-
mente com o eixo dos x e dos y. '

Ache uma reta que passa por P =(1, 1, 1), intercepta a reta r: -’2(— =y =1z e forma com
elaumadngulo 9 com cosf = ——1—.

V3

Ache um vetor diretor de uma reta paralela ao plano 7: x + y + z=0 e que forma 45 graus
como plano 7;:x —y=0.

Calcule a medida dos angulos entre a diagonal de um cubo e suas faces.

x=z+1

y=z—1 e que forma dngulo

Ache uma equagio geral de um plano que contém a reta r:{
T

de3

rd como plano x +2y —3z+2=0.
3z - x
1

=]
-1 ¢ forma com

2,/30

s: X=(1,1,0) + X (3, 1, 1) um dngulo cuja medida em radianos é 6 = arc cos—r— .

Obtenha uma equagdo geral do plano que contém a reta r:{

Resolva novamente {usando dngulos agora) os exercicios:
AN

a) n® 11 do §2 do Capitulo 17 b) n® 5 do §3 do Capftulo 17.

Releia o Exercicio 28, Capitulo 16 §4. Qual dos dois planos encontrados intercepta o
tetraedro OABC?

A diagonal BC de um quadrado ABCD estd contida na retar: X =(1, 0, 0) + A (0, 1, 1).
Conhecendo A =(1, 1, 0), determine os outros trés vértices.



CAPITULO 19

DISTANCIAS

- ==
Neste capitulo estd fixado um sistema ortogonal (O, i, j, k ) de coordenadas.

§1 Distincia de ponto a ponto

~ Fixado um sistema ortogonal de coordenadas, sejam A =(X,, y;, z;) € B = (X3, ¥2, 25).
Entdo como jd vimos no Capitulo 13, a distincia entre A e B ¢

d(A,B) = "B_A>" = "(Xl — X2, Y1 — Y2, 24 —Zg) I

donde

d(A,B) = \/ (X1 —%)* +(yy — y2 ) + (24 — 2,) o)

EXERCICIO RESOLVIDO

Prove (analiticamente) que o lugar geométrico dos pontos de E? que equidistam de dois
pontos A e B é um plano perpendicular ao segmento AB que passa pelo seu ponto médio (esse
plano é chamado plano nfediador do segmento AB). :

219
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Resolugdo

Sejam A = (xy, ¥1, 21) ¢ B = (X3, y2, z;) e chamemos £ o lugar geométrico. Entao

=(x,y,2) €2 < d(X,A)=d(X,B)
XEQ = (x—x)’ +(y-y) +@-2z)’= x-x) +(¥-9) +@-2)
XEQe=x2-2x, x+x2+y2 2y, y+y? +22 22,2+ 2>
2

= xX2-2xx+x2 +y22y,y+y} +22-22,2+ 22

xeﬂmz(XZ _xl)X+2(y2 YI)y+2(ZZ ZI)Z+x1 + yl +zl —X2 )’2— Zz —0

Logo, uma equagdo de §2 €
1
Ga= XX + (2 =y1)Y + @2 =22+ 3 O +y3 + 23 —xE—y3-23)=0

Ora, sendo A e B distintos, pelo menos uma das trés diferengas x; - X;, ¥, -y, € 2, -2, € ndo
nula, e portanto trata-se da equagdo geral de um plano. Além disso, vemos também que o vetor
- . . . — -— ,

n =(X; -~ X;,Y2 -~ ¥1,23 - Z;) é normal a esse plano. Como n = AB, concluimos que o plano é
perpendicular ao segmento AB. Resta ainda provar que £2 passa pelo ponto médio de AB. Seja entdo

X, ¥x + 2, tz
M(lz’}’12}’2’122)

o ponto médio. Substituindo suas coordenadas no primeiro membro da equagio de 2, obtemos

(Xz —X1) (X1 +X3) + 5 (Yz -y1) (1 ty2)
1 1 )
+7(7'2-‘21)(21"'22)"'_2‘("1*}’1"'21 X2y —22)

i 2 2,2 2 W2 .27
=-7[x§—xl tyZ—yl+z2 -2 +x2+yl+2 -3 -—yi-22]1=0

o que provaque M€ 2,
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§2 Distincia de ponto a reta

-
o

Dados o ponto P e a reta 1, para calcular a dis-
tancia d(P,r) de P a r podemos achar M, projegio ortogo-
nal de P sobre 1, e calcular IIWII, que é a distincia
procurada. No entanto, o processo seguinte prescinde do

221

H--—-

conhecimento de M. Sejam A e B dois pontos quaisquer
de r, A #B. A 4rea do tridgngulo ABP, como sabemos, ¢

S=— IAP ~ AB |

e

Por outro lado (veja a figura)

IAB I h
2 A B

Comparando, obtemos HAP ~ ABI = I1AB I h, donde

d b IAP ~ AB |
= =
(®.1) IAB I

—
Como A e B sfo pontos arbitrarios de 1, podemos ver AB como um vetor diretor arbitrdrio de r.

Entao

—-
"APAV“

d®.0) =13

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1.  Calcule a distincia do ponto P=(1,1, —1) 4 reta
x—y=1

x+y—z=0

¢))
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Resolugdo

Como A = (=1, -2, —3) €1,V = (1, 1, 2) ¢ paralelo a 1, e AP = (2, 3, 2), resulta
imediatamente que

023,29~ (1,1, W4, -2, - /14
d(®,1) = W1, 2)0 =T J6 "2

Obtenha uma equagio vetorial da reta 1, paralela A reta s: X =(1, 1, 0) + A (2, 1, 2), contida

V20
no plano n:x— 4y +z=0 e que dista 32 do ponto P=(1,0, 1).

Resolugio

Seja X = (x, y, z) um ponto genérico de r. Como 1 C m, temos X € m e portanto X
satisfaz a equagdo de m:

x—4y+z=0 (2]
/0.

O vetor Vv = (2, 1, 2), que € paralelo a s, é um diretor de r. Entdo, sendo d(P,r) = 3
temos, por (1), que

IXB ~(2,1,2)1 /20

12, 1,28~ 3
Se vocé efetuar os cdlculos, obterd
5x2 +8y? +522 — 4xy — 8xz— 4yz— 2x +8y — 22— 18=0 ®

Assim, X € 1 se ¢ somente se X é solugdo do sistema das equagdes (a) e (). Mas, de (a),
segue que x = 4y — z. Substituindo em () e simplificando, vem que 4y>—4yz+22 =1,
isto é, (2y — z)? = 1, donde

2y—z=1 - ou 2y —z=-1

Obtivemos assim duas solugbes:

x=4y—2z X=4y—2z
I € I:
2y—z=1 2y—z=-1
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Passando para a forma vetorial, obtemos finalmente

rnX=(1,0,-1)+A(2,1,2) e rX=(-1,0,1)+A(21,2)

Observagiio

As retas obtidas s3o as intersegdes do plano m com uma superficie cilindrica, cuja equagdo

é B).

Retas obtidas

§3 Distincia de ponto a plano

Dados um ponto P e um plano , para achar a distincia d(P,n) de P a m, podemos achar
a proje¢do ortogonal M de P em 7, e dar d(P, m) =1l PM I

Eis um processo que evita achar M. Escolha um
—
ponto A de m e projete ortogonalmente AP sobre um

vetor o normal a 7. A norma dessa projegdo € a dis- P

tincia d(P, 7). Como .
n

d(p )
—_
AP nP'H* |AF 7| ¥l
—> = —T—— ,
proig S L T L MM
A
resulta que 7

sy

(2)

d®m ="
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Vejamos agora esta férmula em coordenadas. Sejam P = (xo, yo,Z0) € T: ax+by+cz+d =0.
Entdo, 0 = (a, b, ¢) € normal a m. Seja ainda A =(Xx,, y;, z;) o ponto escolhido em #. Entao
—

AP =(Xo — X1, Yo — Y1, Zo — Z;), donde
—
AP -1 =a(xo — X1) +b(yo — ¥1) + c(z0 — 2,)

= axo + by + czo — (ax; +by; +cz;) =axo tbyo +czo +d

onde a ultima igualdade se deve a que A € , e portanto ax; + by, + cz, + d =0. Substituindo

em (2) (e lembrando que I Il = /a% +b2 + ¢? ), obtemos

| axo + by, +czo +4d |

NCETETS @

d(p, n) =

Note que o numerador se obtém substituindo, no primeiro membro da equagdo geral de
T, X, ¥ € Z pOr X, Yo, Zo (coordenadas de P), respectivamente.

Observagio
Outro procedimento simples para calcular d(P,n), independente de memorizagdo de

férmulas; escolha trés pontos ndo colineares A, B e C de 7, calcule o volume do tetraedro ABCP, e
a drea de sua base ABC. A partir dai, calcule a altura, que € a distincia procurada.

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Calcule a distancia do ponto P =(1, 2, —1) ao plano «: 3x — 4y — 5z + 1 =0.
Resolucio
Temos imediatamente

131-42-5(D+1] 1

VI+16+25 £/ 50

2. Calcule a distancia de P =(1, 3, 4) ao plano

d(P, n) =

m: X=(1,0,0) +A(1,0,0) +u(=1,0,3)
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Resolugio
® Um vetor normala = é
7=(1,0,0) ~ (~1,0,3)=(0,-3,0)
® Umponto A€nw é(1,0,0)
—
® Assim, AP =(0, 3,4) e por (2)

I(O,374).(0a_3’0)| = |-‘9| -

10, =3,0) 1 3 -3

d(P, m) =

Sejam P =(1,0,2) e 1: X — y = x + 2z =x + z. Obtenha uma equagdo geral do plano =
que contém r e dista 2 do ponto P.

Resolugio
Se r C m, entdo 7 pertence ao feixe de planos por r. Como

x—y=x+2z y+2z=0

N
il
o

xt2z=x+z
temos que uma equagio geral de 7 serd da forma a(y + 2z) + $z=0, ou
ay+Q2a+8)z=0 62)
Mas d(P, m) =2; logo, por (3),

la . 0+Q2a+p).2|
Vo +(Q2a+py

=2

donde |2a + 8| =</ a? + 2a + B)z. Quadrando membro a membro e simplificando,

obtemos a =0 (.. # 0), que em (7) fornece m: 2 =0, ou seja, m: z=0
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§4 Distincia entre duas retas

Dadas as retas r e s, sua distancia d(r, s) é igual a distdncia entre os pontos A e B em que

uma reta perpendicular comuma r e s as intercepta.

Ocorre que se 1 e s si0 concorrentes, os pontos A e B coincidem; logo, d(r, s) =0 nesse
caso. Por outro lado, se r e s sdo paralelas, existem infinitas perpendiculares comuns e d(r, s)
€ igual a distincia de qualquer ponto de uma das retas i outra. Vamos dedicar agora aten¢io

especial a0 caso em que re s sio reversas.

Distincia entre duas retas reversas

Sejam r e s duas retas reversas, paralelas respectivamente a U e a v (logo, U eV sioLI).

—>
Escolha um ponto P qualquer em 1 e um ponto Q qualquer em s. Projete o vetor QP sobre
- —> - P ISP LA .
vetor n = U ~ Vv, que € ortogonal a r e a s. A norma dessa proje¢do € a distincia entrer e s.
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Assim, como

g QP 'I_{
projgQF = =5~ F
temos
—
QP -7 |
e, s) = 4)
8 =717 (
ou
I-—I;'I_I ,\7|
d(r,s) = [ —y (5)
1T ~v1

Note que o segundo membro de (5) € o quociente entre o volume de um paralelepipedo

¢ a drea de sua base. Faga uma figura!

Observagdes

1. O processo acima aplica-se também quando r e s sdo concorrentes (pense a respeito disso),
~ ~ . -> - ~
mas nio quando r e s s3o paralelas, pois neste caso u ~ v = Q. Dadas entdo duas retas
quaisquer, 0 modo mais prdtico de proceder € o seguinte.

e - b d - b d
® Verificarse U e vV s30 LI ou LD, calculando U ~ V.

® Se UeV sio LD (r // s), tomar um ponto P qualquer de r e calcular d(P, s).
® Se UeV sio LI, utilizar o processo acima.

2. Outro procedimento bastante simples para se calcular d(r, s) que nio exige memorizagio
das férmulas (4) e (5): determine o plano 7 que contém r e é paralelo a s. Escolha um
ponto Q qualquer de s e calcule d(Q,n). Novamente, falha se r //'s (por qué?).

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Calcule a distancia entre as retas
3x-22—-3=0

B X=(=1,2,00+1(1,3,1) e s
y—z—2=0
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Resolucio

a) vetor diretor de r: u=(1,3,1)

- -> -
i j k
vetor diretor de s: v =| 3 0 -2 | =033
0 1 -1
Como
-> -> -
i j k
- -
T AV = 1 3 1 =(6,-1,-3) # 0
2 3 3

T eV sio LL
b) TomamosP=(-1,2,0) €re Q=(1,2,0)Es.

—
Entdo QP =(-2,0,0) e

159 |QF - T AV 1(=2,0,00:(6,-1,-3) |
’ 1T AV I(6,-1,-3) I
Logo,
|-12] 12

d(t, s) =

V% /36

2. DadosopontoP=(1,3,-1),oplanon:x +t+z=2earetas: x—z=y+2=z—x+4,
.obtenha equagdes paramétricas da reta r que passa por P, é paralela a 7 e dista 3 da reta s.

Resolugdo

Devemos achar um vetor 0 = (a, b, ¢) paralelo a "), Sendo 1 = (1,0, 1) normal a 7
e r//m temos 0 =0, istoé,

a+tc=0 (a)

(*)  Existe uma infinidade; obteremos um sistema indeterminado nas inodgnitas a, b € ¢, com um grau de
liberdade.
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Vamos agora calcular d(r, s) usando (5). Para isso devemos supor que 1 ndo € paralela a s

(veja observagdo no final do exercicio).

® Fazendo z = nas equag0es de s, obtemos x =2 + A e y = 0. Logo,

X=2+A
s: y=0
z=0+A

donde Q =(2, 0, 0)€se7=(1, 0, 1) € paralelo a s.

® P=(1,3,-1)€ r. Como (W=(—1,3,—1), temos:

-1 3 -1
6?'3A7= a b c =3c—-3a
1 0 1
7k
e U AV = a b c =(b,c—a,—-b)
1 0 1

Entdo v ~ VI =4/ 2b2 +(c— a)2.

® Como d(r, s) =3, aplicando (5) obtemos

|3c —3a]|
2 5 =3
\/2b +(c—a)

® De (a), temos a =—c. Substituindo em (§) vem que

| 6c|

J2bZ + 42 3

®
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Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos 2c? = b2 + 2¢? donde b = 0. Logo,
todo vetor ndo nulo da forma U = (—c, 0, ¢) é paralelo a r. Por exemplou =(~1,0, 1).
Assim, a reta 1 tem equagdes paramétricas

x=1—-A
y=3
z=—1+A

Observacdo
Resta saber se existe uma solugdo r paralela a s. Tal reta teria equac¢do vetorial
X=(1,3, -1)+A(1,0, 1). Verifique que esta reta ndo satisfaz as condi¢es do problema.
§5 Distancia entre reta e plano

Consideremos uma reta r e um plano #. Sendo v um vetor diretor de r e n um vetor normal
am, sua distapcia d(r, m) € calculada da seguinte forma:

[ ] se 1 M 7, ou seja, se n +V#0, entdo d(r,m)=0;

j" r
o ser// mour C m ouseja, sen *v =0, entdo ’ |
d(r,m) é a distincia de um ponto qualquer de |
r a . (Cuidado! Ndo vd calcular a distincia de —_— - — —
um ponto qualquer de 7 a 1! Todos os pontos de 4

r estio a igual distdncia de m, mas os pontos de
7 ndo estdo todos A mesma distdncia de r).

§6 Distincia entre dois planos

. . > —> ¢ .
Dados dois planos, m; e m,, com vetores normais n, e n,, sua distincia d(=,, m,) pode
ser calculada da seguinte maneira:

. b —> ~ ~ ..
L semy Mm,,ouseja,sen; ern, sio LI, entdo d(nm,, 7,) € iguala O.

. - —> ~ = . - A .
[ ] se my /[ m,, Ou seja, se ny e n, sdo LD, entdo d(m,, m,) € a distdncia entre 7, e um ponto
qualquer de 7, (ou a distdncia entre 7; e um ponto qualquer de 7, ). ‘
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Calcule a distincia entre os pontos P e Q nos casos

UFPE OC%
a) P=(0’ —1,0) Q:(__l, 1)0) PA\‘JX“\
BIBLIC =
b) P=(-1,-3,4) Q=(,2,-8)
Calcule a distincia do ponto P a reta r nos casos
x=2z-1
a) P=(0,-1,0) r:
y=z+1
X=X
_A
b) P=(1,0,1) r y=75
Z:L
3
_ ) x—2 _y _z—1 »
C) P_(I’_1a4) r. 4 = 3 = —
’ x=3\+1
-
d) P=(-2,0,1) r y=2A-2
Z=A

Calcule a distincia entre as retas paralelas dadas.

—1
a) X ) =—¥_= z X=(0, 0,2)+>\(_27'L1 1)
— 1 2
2

Calcule a distancia do ponto P ao plano 7 nos casos

a) P=(0,0,-6) mXx—-2y—22—-6=20
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b) P=(1,1,—]6-5—) T:4x— 6y +122+21=0
9 P=(9,2,-2) m:X=(0,~5,0)+ A (0= D+ (1,0,0)
d) P=(0,0,0) T:2Xx—y+2z—3=0

5. Calcule a distdncia entre os planos paralelos:

) 2x—y+2z+9=0 4x—2y+4z-21=0
X=2—A—u
_ 5
b) ly=u X+ty+z=—
Z=2A
o) x+ty+z=0 x+y+z+2=0

6. Calcule a distdncia entre as retas

x=z—1 3x—2z+3=0
a) $
y=3z-2 | y—2z-2=0
Xx=21+6X
x+t4 _y _z+t5 _
b) R S d y=—5-—4x
Lz=2—)\
x=2—-A
xt+y+z=0
9y y=1+2A 2x—-y—1=0
z=-\

X+y=2

x=y+z que distam 3 do ponto A =(0, 2, 1).

7. Ache ospontosde r: {

8. Ache ospontos de r:x — 1 =2y =z que equidistam dospontos A =(1,1,0) ¢ B=(0, 1, 1).
Interprete geometricamente o resuitado.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Determine o ponto de 7: 2x -y + z - 2=0 tal que a soma de suas distincias a P e Q
seja minima nos seguintes casos:

a)P=(2,1,00 e Q=(1,-1,-1)
b)P=(2,1,00 e Q=(,-1,2)

oP=(2,1,00 e Q=(,1,1)

Ache o ponto de 7 :x — 3y + 2z 5 0 tal que o médulo da diferenga entre suas distancias a
P ¢ Q seja mdximo nos seguintes casos:

a) P=(3,0,2) e Q=(1,-1,3)
b)P=(3,0,2) e Q=(-1,0,-1)

9 P=(3,02 e Q=(1,1,1)

+ =
Ache os pontos de r:{:=;’+22 que distam /—%—de s:x=y=z+1

Ache ospontosde r:x — 1 =2y =z que equidistam de

x=2
$1: e s: x=y=0
z=0
~ . 2x —z=3
Obtenha uma equagio vetorial da reta r paralela a s: y =2 , concorrente com

t: X=(=1,1, 1)+ (0, -1, 2), eque dista 1 do ponto P=(1,2,1).

Um quadrado ABCD tem a diagonal BD contida na reta r: {;:Zl . Sabendo que
A=(0, 0, 0), determine os vértices B,C e D.

Obtenha equagGes do lugar geométrico dos pontos de E® que equidistam de 1, s ¢ A.
Interprete geometricamente. Dados:

[:x=y=z S!IX—y=z=x+y A=(1,0,1)
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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Obtenha equagdes do lugar geométrico dos pontos de E® que equidistam das retas
xt+ty=1
z=0
Descreva o lugar geométrico.
Obtenha equagdes do lugar geométrico dos pontos de E® que equidistam das trés retas
x=4 3x+y+z=0
I : r; : In:XxX—y=x+z=]+z

y+z=3 x—-y—2z=0

Descreva o lugar geométrico.

tys=

—ytz quedistam\/z— de m:x—-2y—z=1.

X
Ache os pontosdareta 1: {
X

Ache os pontos da reta r :x — 1 =2y =z que equidistam dos planos
m 12x—3y—-42-3=0 e M i4x—3y—2z+3 = 0.

Dé uma equagdo geral do plano 7 que contém a reta r:X = (1,0, 1)+ A (1,1, —De
dista /2 do ponto P=(1, 1, ~1).

Asretas 1, s et determinam com o plano 7 um tetraedro. Calcule a altura relativa a face
situada no plano w. Dados:

-~

m:x+y—z+1=0 r:x =y=z+l1 s:x—y=z+1=20
x—y—z =1
t:
x =0

Dé uma equagio geral do plano que passa pelos pontos P=(1,1,—-1) e Q=(2,1,1) e
que dista 1 dareta r : X=(1,0,2)+A (1,0, 2).

Prove que todo plano que passa pelo ponto médio de um segmento PQ é equidistante de
P e Q. Verifique se vale a reciproca.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Dé uma equagdo geral do plano que contém os pontos A =(1,1,1) e B=(0,2,1) e
equidista dos pontos C=(2,3,0) e D=(0, 1, 2).

Obtenha uma equagdo vetorial da reta t, paralela ao plano 7 :z =0, que dista 3 dele,
e ¢ concorrente com as retas

r:x=(,-1,-1) + A(1,2,9)
x—-y =1
3y—-22+6=0

Obtenha equagdes do lugar geométrico dos pontos de E3 que equidistam dos planos
M iX+y—2z=0, m:x—y—2—-2=0¢e m:x+y+z=1. Descreva-o geometricamente.

Dados os pontos: A =(=2, 0, 1), B=(0,0, -1), C=(1, 1, 1), D=(=2, -1, =2) e
E = (1, 2, 2), mostre que eles sdo vértices de uma piramide de base quadrangular, convexa
(veja o Exercicio 1¢ do Capitulo 13), e calcule o volume dessa piramide.

Obtenha equagdes do lugar geométrico dos pontos de E3 cujas distincias ao plano
7y 12X — y+2z2— 6 =0 s3o os dobros de suas distincias ao plano m, :x+2y —2z+3=0.
Descreva-o geometricamente.

Dé equagbes gerais dos planos paralelos ao plano n determinado pelas retas re's, e que
distam 2 de w. Dados: )

X + z=5
r: s: X =(4,1,1) + A(4,2,-3)
y =1
Num tetraedro OABC, as arestas OA, OB e OC medem, respectivamente, 2, 3, e 4; € os

ingulos A6B, BOC ¢ COA medem respectivamente 30, 45 e 60 graus. Calcule o volume
do tetraedro.

Sugestio Adote um sistema de coordenadas conveniente.
Considere os planos 7y :x—2y+2z—1=0e 7, :4x+ 3y =0.
a) Obtenha equagOes gerais dos dois bissetores dos diedros determinados por m, e m,

(lembrete: os bissetores constituem o lugar geométrico dos pontos equidistantes de
moe 7).
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32.

33.

34,

35.

36.
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b) Confira o resultado obtido, mostrando que cada um dos planos encontrados contém
areta my N m, e forma dngulos congruentes com m; e m,.

¢) Verifique que os bissetores sio perpendiculares.

Um dos angulos diedros formados pelos planos 7, e m, contém a origem. Dé uma
equagio geral do seu bissetor, dados 7y :x +2y — 2z-1=0e m, :2x+y +22+2=0.

Sugestio Localize a origem em relagio a n; e 75.

Escreva uma equagio geral do bissetor do diedro agudo formado pelos planos
my:X—2y+32=0 e my:2x+ty—-3z2=0.

Dé uma equagio vetorial da reta r, contida no plano #:x +y =0, que forma um dngulo
de 30° como plano a:y —z=1 edista 1 do eixo dos x.

Calcule a distdncia entre os planos paralelos
my: ax+bytcz+d, =0 e my: ax+bytcz+t+d, =0.
Considere o tetraedro OABC onde O=(0,0,0), A=(1,0,0), B=(0,2,0) e C=(0, 0, 3).

Ache uma equagdo geral do plano 7 paralelo & base ABC, distando 3/7 dela, e que inter-
cepta o tetraedro.



CAPITULO 20

MUDANCA DE COORDENADAS

Freqlientemente, em problemas de Geometria Analitica, somos levados a passar de um
sistema de coordenadas (O, g, , —e>2, 23) adotado inicialmente para outro, (O, ?1, ?2, ?3), mais
conveniente. Essa maior conveniéncia podé ser devida a vdrios fatores; por exemplo, se o primeiro
sistema ndo for ortogonal pode surgir a necessidade de mudar para um sistema ortogonal; outras
vezes, o objetivo é simplificar os cdlculos algébricos, ou explorar melhor certas simetrias etc.
Neste Capitulo, veremos como se alteram coordenadas de pontos e equagdes de lugares geomé-
tricos, com a mudanga de um sistema de coordenadas para outro.

O problema central serd sempre estabelecer relagbes entre as ‘‘antigas” e as “novas”
coordenadas.

§1  Mudanca de Coordenadas em E*

. > 5> o ) 2 = .

Sejam Z, = (0, ey, e,, e3) e Z, = (0, ), 13, ?3) dois sistemas de coordenadas carte-

sianas em E3, o primeiro referido daqui por diante como o “antigo”, o segundo como 0 “novo”.

Utilizaremos x, y, z para indicar as coordenadas de um ponto X qualquer, relativamente ao
sistema “antigo” e chamaremos (h, k, m)a tripla de coordenadasde O’ em relagio a ele:

0’ =(hk,m)g

(h,kem) sdo as coordenadas da “‘nova” origem no sistema “antigo”).
237
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Sendo F = (—f: ,_f;,_f;) base, sabemos que se X é um ponto qualquer de E3, existem u, v, w
reais. determinados univocamente, tais que 0X = u_f: + v_ﬂ + w—fg. Reciprocamente, dados
u. v. w reais, a igualdadé anterior determina univocamente o pontc X. Se u, v, w variam em
R. todo ponto X € E> ¢ obtido desse modo. Em outros termos

XEE? e X =0'+uf; +vi, +whs (s v,wER) (1)
A equagdo (1), por analogia com os casos da reta e do plano estudados nos Capitulos 14
-
e 15, pode ser chamada “equagdo vetorial do espago E3”. Nesse caso, os vetores f 1,? ? , fazem

o papel de “vetores diretores” de E enquanto que u, v, w atuam como “pardmetros”, do
mesmo modo que A, u etc. nos casos da reta e do plano jd citados. Assim, exatamente como foi

feito 14, podemos obter de (1), equagSes de E3 na “forma paramétrica”.

Para isso, vamos supor que
?1 =(an, a2, aal)E ) —f?z =(aiz, 2z, 332)E ) ?3 =(a13, az3, 333)E

e S N
onde E = (e, e,, ea). Entdo, de (1) segue que

x=h+ aju t a;2v + a;3w

=k + anu + anv + a;w )

<
f

z=m + aju + apv + azzw

Agora, observe que u, v, w, dados em (1) sdo exatamente as coordenadas de X em relagdo
ao sistema Z, = (O, _f:, _f;, —f;) (lembre a defini¢io dada no Capitulo 13) e portanto as equa-
¢oes (2) sdo as relagBes procuradas entre as “antigas” e as “novas” coordenadas de X. Por essa
razdo sdo chamadas equacées de mudanca de coordenadas do sistema Z, para o sistema Z,.

Observagio Sabemos que a matriz
a5 12 a3
M= 2z ap axp

31 a3 agzp
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¢ a matriz de mudanga da base E para a base F (recorde no Capitulo 7). As equag¢des (2) podem

ser escritas matricialmente:

x—h u
y—k = M v 3)
z—m w

donde se obtém
u x—h
v =M1 y—k (4)
w z—m

As férmulas (3) e (4) sdo as férmulas (6) e (7) do Capitulo 7, aplicadas ao vetor 0X.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Escreva as equagdes da mudanga de coordenadas do sistema X, para o sistema Z,,
-

-> - —> ->
onde, com a notagdo anterior, 0'= (1, 2, —I)E s _f, =e,,_f2 = eg,_fg =e; +2e,— €3.
1

Resolugio
- - -
Pelos dados, vemos que t; =(1, 0, O)E, f, =(0,0, Dy, f3 =(1, 2, —Dg.

Entdo, por (2)

X =1l+u+w
y = 2+ 2w
z=—-1+v-w

2. Tomando %, e X, como no exercicio anterior, dé as coordenadas do ponto
P=(,1, _3)21 no sistema X, e as coordenadas do ponto Q =(0, I, —l)z2 no
sistema Z,.
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Resolugio

Para Q, basta aplicar diretamente as equag¢des de mudanga de coordenadas, fazendo

aiu=0, v=1 e w =-1:

—1+1-(-1) =1

N
L}

Q=005

Quanto a P: ou fazemos, nas equagdes de mudanga de coordenadas x =2, y=1 e z=—3
e resolvemos o sistema obtido ou usamos (4). Faremos do primeiro modo, esperando que

vocé faga do segundo:

2=1+u+w

2+ 2w w=--é-

—_
i

-3 =-1l+v—-w

substituindo na 12 equagdo, vem que 2 =1 + u — 1/2, donde u =3/2. Substituindo
na 32 equagdo, resulta que —3 =—1+v+1/2 donde v=-5/2. Logo,

P = (32, =512, —1]2)y,
2

Tomando novamente Z, € X, como no Exercicio 1, obtenha equaqﬁes no sistema Z,:
a) do plano 1r:[x—3y+2z—2=0]2l
b) dareta r:[X=(,1,2) + )\(3,1,—2)]2l

(o significado da notagio € 6bvio).




Mudanga de Coordenadas 241

Resolugdo

Como foi visto no Exercrcio 1, as equagSes da mudanga de coordenadas de X, para
2, sio

x=1+tutw

242w ()

~<
1}

z=—-l+v—w
Substituindo na equagdo de 7, vem:
T+ut+tw—-3Q2+2w)+2(-1+v—-w)—-2=20
logo,

n:{u+2v-Tw -9 = O]E
2

Substituindo nas equagdes de r:

x = 1+3A l+tu+w=1+3A
y = 1+A g) 242w = 1 +2A
zZ=2-2\ —l+v—w =2_-22A

destas Gltimas vem que

S - -3 3 N S
u—2+2)\ » VES 2)\,w 2+2)\
e portanto

r:[U = (1/2, 5/2, —1/2) + (5, -3, 1)]22

(onde U = (u,v, W)Ez)'

- - . e d e d e d
Escreva as equagdes da translagio do sistema Z, = (O, e,, e;, €3) para o ponto

0’ = (hk, m)y. -
1
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Resolugao

O termo franslagio € usado quando as bases E e F sdo iguais (-t?, =:, ,-t-‘; =E;, 3 =:3),
havendo alteragio apenas quanto 3 origem.
Entio, M é a matriz identidade, e as equa-
¢Oes (3) se reduzem nesse caso a (equagdes
de translagdo) w

x = h+u

k+v X

«
n

=m+ w

N
1}

EXERCICIOS PROPOSTOS

1.  Sejam X; = (O, ?1 R ?2, 7;3) e Z, =), ?1,?2,?3) dois sistemas de coerdenadas tais que

- -

fy =ex,?2 =—?3, 3 =?2 e 0’=(1,0,0)z;1 .

Obtenha equagbes paramétricas da reta r: [X=1(0,0,0) + X (0, 1, _1)121 no sistema
2.

2. Idem, sendo
?l=_e>1+_e>2r_f2=g;’ 3=:2+23’ Ol: (1’1’1)21 €
r:[X =(0,0,0) + A (O, 1,1)]21.

3. Seawm:f2x—y+tz = O]El. Obtenha uma equagdo geral de m nos sistemas Z, dos
dois exercicios anteriores.

§ 2 Mudangas de coordenadas em E?

Tudo o que foi dito no parigrafo anterior para E* (espago) pode ser adaptado para E2
(plano). A tnica diferenca € que as bases de V2 (conjunto dos vetores do plano) tém dois ao
invés de trés vetores, e portanto para pontos de E? temos apenas duas coordenadas. Sendo entdo
Z, =0, E:, :2) e 2, = (0',_f:,_f;) dois sistemas de coordenadas em E2, com O’ = (h, k)E,’
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?l =(au, an)g € 1t = (312, an)g, as equagbes de mudangas de coordenadas de Z, para

2, sdo:

X = h+auu+alzv
(5)

y = k+ajutayv

Querémos neste pardgrafo considerar os casos particulares das translagBes e rotagdes em

EZ, que - serdo utilizadas com freqi€ncia no préximo capitulo. Suporemos daqui por diante que
todos os sistemas sdo orrogonais.

Translagdo

- —> - -
Neste caso, temos f; =e¢,; e —fz =e,, e portanto M € a matriz identidade. As equagdes

(5) ficam entfo

©
y=k+v

que sdo as equagdées da translagdo (compare com o 49 Exercicio Resolvido do pardgrafo

anterior).

<

-
-

(]

t 4
+
!
|
|
|
l
!
v
[

T poanam o -
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b)  Rotagso
Neste caso, O' =0 e portanto h=k = 0.

Seja 6 a medida do dngulo de rotagdo (considerado positivo sempre o sentido
- >
anti-horédrio) que transforma o sistema (O, e, €;)
>
no sistema (0, f; ,?2). Entfo:

_f: = (cos 0):;1 +(sen 0):2 v y
\\ ™
?2 =(—sen0)_e>1+(0030)?2 r AN 4 . LY
1 L
‘\ o
- X
g < el
P rd
Segue daf e de (5) que as equagdes da rotagdo sdo
X = ucosf —vsenf .
/ )
y = usenf +vcosf
Observaciio
Resolvendo o sistema (7) nas incognitas ue v, obtém-se
u=xcosf +ysenf
®)
v = —xsenfd +ycosb

Tanto (7) como (8) podem ser obtidas a partir da tabela de dupla entrada

u v
X cos 8 —sen 8
y sen cosd

(Note que a 22 coluna é a derivada da 13).
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

Escreva as equagOes da rotagdo para os seguintes valores de 8:

-7 2
a) b) ) d)
2 4 3
Resolugio
Substituindo o valor de 6 em (7), temos:
, y
X = ucosm — vsenw
a)
= usenm + vcosm : o
Ua-—=3- X
X = —u |
1 |
v
v
[ x=ucos o - vsen —
b) 2 2 ‘y=U
= l+ l
| y=sen+ vcos
)
X = —v v<____5_>x
y=u
= Ty -
Jx u cos ( 4) v sen ( 4)
c)
= -n L y
= )+ _n v
y = usen ( 4) v cos ( 4) N P
AN //
V2 AN
x=u\/_—f+v N /
2 2 N7
4 z - X
5 - 7N
y = —u + v 4 N
2 2 / \
/ AN
. 5 7 L
x= = (utv)
y= 2 (-U+V)

245
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X=ucos2T —vsen2T u y
3 3
d) R f
y=usen2—37£+vcos2§ \\ ,
T v{,’/
_ 1
o A 2K > x
) //
V3 1 7 \
y = 2 u — ) v V’ \
N
~_j‘\>\'

2. Sejam, em relagdo

a um sistema de coordenadas I, = (O, e, e,) em E2, P = (1, 2),

r: x— 2y — 1 =0 (equagio geral de uma reta no plano, lembra-se?). Obtenha as coorde-
nadas de P e uma equagdo de r no sistema Z,, obtido por uma rota¢io de /6 radianos.

Resolugio

Por (8) temos:

Substituindo xey
logo

- ™ n V3 1
xc086+yseng 5 x+2y
m n 1 Vv 3
= — — 4 —_— = m———
X sen ycos ¢ 7 X + >y
V3 1
pelas coordenadas de P obtemos u = o) +1, v= ——2—-+ 3;
/

3
P=(l+\/_v——;—+\/§)22

2

Para obter uma equagdo de r no sistema Z,, usamos (7)

_ m V3 1
X S UCOS - — VSeN = =—5—Uu ———V
_ n _ 1 V3
y = usen = + vo0s = =——u ¢+ SN
Substituindo na equagdo dada, vem:
V3 3
g 2 +\/2_")‘1=
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donde

3

3 1
I [-—2—— 1) u-— (—2—+\/§)v -1= 0]22
Observe que o termo independente da equagdo permanece inalterado.

Faga uma rotagao em E2 de modo que areta r: [x +y + 3 = O]E fique paralela ao
(novo) eixo das ordenadas. !

Resolugao

Devemos achar o dngulo de rotagdo. Para que r seja paralela ao eixo dos v, € necessdrio
e suficiente que sua equag¢do seja da forma ‘‘u = constante”, isto ¢, que o coeficiente de v
seja nulo. Substituindo (7) na equagdo de r, temos:

(ucos@ —vsenf) + (usenf +vcosd) + 3 =0

ou

(senf + cosB)u + (cos@ —sen B)v + 3 =0
A condi¢do é, pois,

cosf = sen 8 (@)
Entdo, qualquer 6 que satisfaga (a) serve aos nossos propdsitos: 6 = % + nm, ninteiro.

I,
4’

Escolhamos, por exemplo, 8 = a equagdo de r fica, nesse caso, (\47 +—\g) u+3=0,

ou seja,

\/7U+3=0

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faga uma rotagdo em E2 de modo que as novas coordenadas do ponto P=(/3, 1) sejam

«/3 -D.

Faga uma translagio em E? de modo que areta r: x+ 3y — 2 =0 passe pela (nova) origem,
sabendo que esta tem abscissa —1.
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3. Faga uma rotagio em E? de modo que areta 1: x + 2y + 1 = O fique paralela ao (novo)
eixo das abscissas e esteja contida no 39 e 49 (novos) quadrantes.

> -
4. Dado o sistema Z; = /(0, e, €;), seja Ca circunferéncia de centro O e o raio r >0. Mostre

que C, em qualquer sistema obtido por rotagio de Z,, tem equagdo u’ +v?=r2.

§3  Aplicagdo das translagbes e rotagies de E? ao estudo da equacio
Ax? +Bxy + Cy>+Dx+Ey+F =0

-> =
Fixemos um sistema ortogonal de coordenadas (O, i,j) em E2. Serd de grande utilidade
no préximo capitulo fazer algumas simplifica¢des na equag¢do

Ax? +Bxy+Cy? +Dx+Ey+F = 0 )
Vamos analisar aqui dois problemas:
(I)  Eliminar, por meio de uma translagdo, os termos de 19 grau.

Consiste em descobrir o ponto (h, k) para o qual se deve transladar o sistema de modo
que a equagdo (9) se transforme numa equagio da forma

Auv’ + Buv + Cv2 + F =0 (10)
Substituindo as equagdes de translagdo (6) em (9), obtemos:
A(u+h)? +B('u+h)(v+k)+C(v+k)2 +D(u+h)+E(v+k)+F =0
donde, efetuando os quadrados e ordenando em relagdo a ue v, vem:
Au? + Buv + Cv? +(Bk + 2Ah+D)u + (2Ck + Bh+E)v+ Ah? +Bhk + Ck?+Dh+Ek+F =0 (11)
Entdo, devernos achar h e k de modo que
Bk +2Ah+D = 0

(12)
2Ck+Bh+E = 0

Se o sistema (12) tiver solugdo, teremos resolvido nosso problema. Note que se o determinante
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B. 2A
= B? - 4AC
2C B’

for diferente de zero, o sistema (12) tem certamente solugdo (dnica). Se for nulo, podem existir
infinitas solu¢des ou pode nido existir nenhuma. Neste caso, é impossivel “eliminar os termos de
19 grau por meio de uma translagio”.

Observe agora a igualdade (11). Os coeficientes dos termos de 29 grau sdo 0s mesmos
(A, B e C) que na equagdo (9). Translagbes nido afetam, pois os termos de 29 grau *). Além
disso, chamando G (x, y) 0 19 membro de (9), vemos que o termo independente de (11) é G (h. k).
Essas considera¢tes permitem ganhar tempo na obtengio de (11).

(II) Eliminar, por meio de uma rotagdo, o termo misto de 20 grau.

Consiste em descobrir um angulo de rota¢do tal que a equagdo (9) se transforme, apos
a rotagdo, numa equagio da forma

A'u2 +C’v?+D'u+E'v+F =0 (13)

Para levarmos isso a efeito, devemos preliminarmente observar o seguinte: apds uma rotagdo

de dngulo 6, a equagdo (9) se transforma em
A'u2+B'uv+C'v?+D'u+E'v+F =0 (14)
onde:

=Ac0520+£sen20+Csen20 (a)

A 2

B'=(C-—A)sen26 + Bcos28 (b)

C' =Asen?0 — % sen26 + Ccos® 6 (© (15)
D' =Dcos6 + Esend @)

E' = Ecosf — Dsenf (e)

F'=F ()

(*)  Dizemos que os coeficientes dos termos de 29 grau sio invariantes por translagdo.
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(prove isso). Observe que a semelhanga das equaghes (8)

podemos obter (d) e (e) da tabela de dupla entrada ao
lado. Observe também que a ultima igualdade, (f), nos

diz que rotagdes ndo afetam o termo independente "), E

DI ‘E,
cos 8 —sen 8
sen 0 cos 8

Mas. voltando ao nosso objetivo: para que (145 seja da forma (13), devemos ter B’ =0, ou scja:

(C—A)sen26 + Becos280 =0

donde, sendo B#0(""), concluimos que:

L se A=C, entdo cos 2 8=0 eportanto € pode ser _Z. , donde por (a) e (c),

1
' _
A= 4

C'=—=(A+B+0).

[ se A+ C, entdo

B
tg26 = AC

e qualquer @ que satisfaga (16) serve aos nossos propadsitos.

(A+B+C)eC'=—é—(A—B+ 0); 0u—3—n-, e neste caso A'=-%—(A——B+C) e

(16)

Pode-se ainda demonstrar (¢ um bom exercicio de trigonometria!) que, escolhido @
. . . ! | . P
como acima, os coeficientes A" e C' sdo raizes da equagdo do 29 grau.

A—2A B/2

B/2 C-2A

o que simplifica bastante a obten¢do de (13) (veja o Exercicio 4).

(*) O termo independente € invariante por rotagdes.

(**) Se B =0, oque queriamos ja esta feito desde o inicio!

(17)
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A decisgo sobre qual das rarzes é A’ e qual é C’' depende da escolha do valor de 8, entre os
muitos possiveis, e estd vinculada a relagdo

A—C

cos 280 = o (18)
UFPE ©
que se obtém facilmente de (15). MId
BIBL1U'!

EXERCICIOS RESOLVIDOS

> >

Estd fixado um sistema ortogonal de coordenadas (O, i, j).
1.  Fazendo mudangas de coordenadas convenientes em E?, transforme a equagao

G(x,y)=9x% —4y? — 18x— 16y—7=0 (@)

numa equagio da forma A'u? +C'v? +F' =0,

Resolucdo

Devemos eliminar os termos de 19 grau da equag¢do dada. Para isso, procedemos como

vimos em (I). A translagao
x =u+th
y =vtk

transforma (o) em

9u? — 4v? +(18h— 18)u+(—8k — 16)v+G(h, k) = 0 19

onde G(h, k) =9h? — 4k? — 18h — 16k — 7. Impondo que os coeficientes de u e v
sejam nulos, temos:

18h— 18

1
(=

-8k -—-16

"
(=]
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Substituindo em (8), obtemos

9u? —4v? =90

Observagio

Quando a equagio dada ndo apresenta o termo xy, pode-se resolver também comple-

tando quadrados.

9x? — 18x = 9(x*—-2x) = 9[(x=-1?-1] = 9(x—1)2 -9

—dy® — 16y = —4(y* +4y) = -4 [(y+2)’ —4]=—4(y+2)* + 16
Substituindo em (&), obtemos
Ix— D2 —4(y+2)2=0
e agora basta fazer u = x -1 e v=y+2
Idem para a equagdo
G(x,y) = 4x® —24xy + 11y? +56x — 58y +95 = 0 ™)
Resolugio

Aqui vamos inicialmente fazer uma translagdo para eliminar os termos de 10 grau e
apos isso fazer uma rota¢do para eliminar o termo misto do 29 grau.

u+h

a) Translagdo:
y = v+k

Substituindo em (y), obtemos
4u? —24uv+11v? +(—24k +8h+ 56)u+ (22k — 24h—-58)v+G(h, k)= 0 (8)

onde G(h,k) = 4h?— 24hk + 11k? + 56h — 58k + 95. Queremos que

—24k+ 8h+56=0

22k —24h—-58=10
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Resolvendo o sistema, encontramos h=-2/5, k =11/5 e portanto, de (§), vem

4u? — 24uv+11v2 +20 = 0
b) Rotagdo: conforme vimos, A’e C' sdo raizes da equagdo (17)
42 -12
-12 11 -A
ouseja A2 —15A—100 = 0. Logo, A'=20e C'=—5 ou A'==5 e C'=20.

Como, por (16) e (18),

24
1g 26 = 7 e cos20——A,_C,

o caso A'=20 e C'=~5 corresponde 2 escolha de 26 no 39 quadrante e 0 outro corres-
ponde & escolha de 26 no 19 quadrante. Supondo 0 <26 <27 e lembrando que F’'=20
(rotag¢bes ndo afetam o termo independente), temos duas possiveis solugGes:

20t —Sw? +20 = 0, para 7 <20 < —3211 L 2<g <34—”
e
—5t2+20w? +20= 0, para 0 < 26 <—12’— L0<9 <—§-
onde t indica a abscissa ¢ w a ordenada no novcl) sistema.
Idem para a equagio
G(x,y) = 16x* — 24xy +9y? —85x ~ 30y +175 = 0 (@)

Resolugio
Procedemos como no exercicio anterior.
X =u+h

a) Translago
y = vtk
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Substituindo em (a) e anulando os coeficientes dos termos de 19 grau, obtemos o
sistema

—24k + 32h— 85=0
18k — 24h— 30 =0

que € incompativel. Logo, ndo existe translagio que elimine os termos de 19 grau.

b) Rotagdo. Sabemosque A'e C' sio raizes de

16 — A -12

—12 9—-A

ou seja A’ - 25\ =0. EscolhamosA’ = 0,C'= 25. Sabemos ainda que F’'=175. Entdo.
apés a rotagao, a equagdo (a) ficard

Ou? +25v2 +D'u+EV+175 = 0 ®)

Devemos entdo calcular D' e E'. De (16) e (18), temos

424

tg 26 =1———6_9 7

16 -9 7

c0s 20 =575 =33

Logo, 26 é do 29 quadrante e podemos escolher 6 no 19 quadrante (sen 6 >0,
cos 8 >>0). Sendo

cos? 0 +sen?8 =1

c0s2 6 —sen? § =-7/25(")

{(*)  Pois cos28 = cos>0 — sen? .
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vem, somando e subtraindo membro a membro, que

9 16
2 = — 2 T —
cos® 0 5 sen” 0 >3

donde sen@ = %'e cos 8 =%. Agora, de (15), vem:
. 3 4 _
D = —8S. 5~ 30. 5 =75

= 3 4.
B'= -30. 5 + 85. =50

Substituindo em (B), obtemos 25v* - 75u+ 50v+ 175 =0ouseja vV? -3u+2v+7=0
Logo, nao foi possivel chegar & forma pedida. De qualquer modo, a equagio foi sim-

plificada.

Podemos simplificd-la ainda mais, completando quadrados: v* + 2v=(v+ 1)’ - |
e substituindo na equagdo obtida. Resulta (v + 1) - 1 - 3u + 7=0, ou seja,
(v+1)* -3(u-2)=0.Pondot=u-2,w=v+1,chegamosaw?’ - 3t=0.

Observe que esta Gltima mudanga de varidveis corresponde a uma translagdo, sendo
h=2 e k=-1.

Observacao

Se tivéssemos escolhido A' =25 e C'=0, terfamos cos 28 = % e entdo 260

seria do 49 quadrante. Resolva deste modo: supondo 0 < 8 < 2m, vocé vai obter

cos 6 =—-§-, sen =%e chegara 25u? + 50u+75v+175=0o0usejau® + 2u+3v+
7 =0. Agora complete quadrados para obter uma equagdo da forma t* + 3w =0.

4. Idem para a equagdo G(x, y) =8x% —2xy +8y? — 46x — 10y + 11 = 0.

Resolugio

a) Translagio (x = u+h, y = v+k)

8h—- k=23

Obtemos

~8h + 64k = 40
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donde h=3 e k=1. Como G(h,k) = G(3,1) = —63, a equagio fica
8u? —2uv+8v2—63 =0

b) Rotagdo. Como A =C, tomemos & = -Z— - Nesse caso,

A'=—21—(A+B+C) =1—24 =7
. =18 _
C'=—-(A-B+C) =— 9
F'= —63
A equagio obtida &, portanto,
Tt2 + 9w2 — 63 =0
EXERCICIOS PROPOSTOS

Estd fixado um sistema ortogonal de coordenadas (O,T,T).

Demonstre as relages (15).

Demonstre (18).

Aplique os métodos deste capitulo as seguintes equagdes:
a) 4x2+y?+8x—10y+13 =0

b) 4x2—3y?+24x—12y+17 =0

¢) 4x? 75y2+ 12x+40y+29 = 0

d) y?—4x+10y+13=0

e) x2—-6x—5Sy+14=0

-

) x2+2v2 —4x—4y—-1=0
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g)

h)

b)

)

d)

4x? - 12xy +9y> —84/13 x—144/T3 y + 117 =0

3x2—2xy+3y?+2/2 x - 6y/2y+2=0

6x2 — 4xy + 9y? ~20x—10y~5 = 0

12x% +8xy — 3y2 + 64x+ 30y = 0

2x2 —4xy —y* - 4x—-8y+14 =0

13x2 + 6xy + 21y? + 34x — 114y +73 = 0

2x2 — 12xy+7y? +8x+20y— 14 = 0

7x2+6xy—y? —2x—10y—9 = 0

25x% +20xy +4y? +30x+ 12y —20 = 0

4x* —dxy +y? —84/5 x— 164/5y =0

Prove que os mimeros A + C e B? — 4AC sio invariantes por rotagdes (isto é,
se (9) é transformada em (14) por meio de uma rotagdo, entio A’ + C'=A+C e
B2 — 4A'C'=B? — 4AC).

Mostre que as raizes Ay e A, de (17) sio reais, quaisquer que sejam A, Be C.
Mostre também que elas sfo iguais somente quando A =C e B=0, caso em que

A =2, =A =C. Conclua que se A2 + B2 + C2 % 0 ndo pode ser A, =\, = 0.

. ) B2 — 4AC
Mostre que A +C éa soma das rafzes de (17)e — — € 0 produto delas.

Conclua que A’ e C' sdo raizes de (17), escolhido 8 de modo a eliminar-se 0 termo misto.

Prove que os 'nimeros A + C e B2 — 4AC sdo invariantes por uma mudanga de coorde-
nadas da forma

h+ucosf —vsené

>
1]

y =k+usend + vcosd

Sugestdo A mudanga acima pode ser interpretada como uma translagio seguida de uma

rotagio (roto-translaggo).



CONICAS

CAPITULO 21

§1  Elipse, hipérbole, pardbola (forma reduzida)

A)  Elipse

258

Defini¢ao . :
Consideremos num plano 7 dois pontos F, e F,, distantes
a >c. Ao conjunto dos pontos P € 7 tais que

2¢ >0 entre si. Seja

d(P,F,)+d(P,F;) = 2a (M
se da o nome de elipse.
. . y
Equagao na forma reduzida A
Tomando um sistema ortogonal + c ¢ L
como mostra a figura, a igualdade (1) N T > X
fica, para P =(x,y), F.=(-c,o0) 0 F,=(C,O)
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VE-092+y: + /(x+0P+y? = 2

VE+or+y? = 2a -V x- 0)? +y?
Elevando ao quadrado e simplificando resulta

ay/(x—o)?+y? = a?-

Elevando novamente ao quadrado e simplificando resulta
(a2 _ C2) x2 +32y2 = a2 (32 _ c2)

Como a? — ¢ # 0 (naverdade a? — ¢2 > 0 porque a > ¢ > 0),

St = | &)

Seja b= /a2 —c? . Entdio 0 <b <a e

'
—

a? = b? + ¢? (3

Logo (2) se escreve

x2 2
L _ 4
a2 b2 1 ( )

Portanto se P =(x, y) pertence a elipse, x e y satisfazem (4). Reciprocamente, se
(x,y) verifica (4) entio P =(x,y) ¢ ponto da elipse (experimente provar isto).

Esbogo

Como (4) s6 apresenta x ey elevados a expoentes pares, a curva ¢ simétrica em relagao
aos eixos coordenados, e portanto em relagdo i origem (se wm ponto (p, q) satisfaz (4).
os pontos (—p, q), (p, —q) e (—p. —q) também a satisfazem). Além disso. de (4) con-
cluimos facilmente que para todo ponto P =(x, y)da elipse, vale
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x2 <1 —a<x<¥Xa
a
e
y?
<1 b <y<b

isto é, a elipse estd contida no retdngulo mostrado na figura.

{(O,b)

Y

{-a,0 (a, 0)

{0,-b)

Achemos as intersegGes da elipse com os eixos coordenados.
Com Ox: fazendoy =0, vem x= * a, }ogo elas sio
A, = (-a,0), A,=(a,0);
com OY: fazendo x =0, vem y = tb, logo elas sdo
B, = (0,-b), B, =(0,b)

s . o b
Gragas & simetria, podemos restringirnos ao 19 quadrante, onde y = 7 Vat-x2,

0 <x <a. Atribuindo valores a x entre O e a e calculando y, obtemos o esbogo

IPBZ

AK:_CTIA;’

02: bz+c
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Atengio  Se vocé adotar um sistema ortogonal em que F,; e F, estdo no eixo Oy,

como mostra a figura ao lado, entdo (1)

fornecerd, de modo andlogo, a seguinte

equagdo

2 y2
p? a?

[y

(b=y/a? - )

Dispondo os eixos como ¢ tradicional (Ox horizontal, Oy vertical), o esbogo da elipse

toma o aspecto seguinte

Assim, a elipse x? +

focos no eixo Ox.

Nomes

Fl, F2

2c

A Ay

B, B,

0
A,A,,B,,B,
F,F,

y: _

focos
distancia focal
€ixo maior
eixo menor
centro
vértices

segmento focal

1 tem focos no eixo Oy, e a elipse

X

2 2
A
7 + 7 1 tem
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EXERCICIO RESOLVIDO
> >
Estd fixado um sistema ortogonal (0, i, j).
Escrevaa equagio e esboce o grafico da elipse
a) defocos F, =(—4,0), F,=(4,0) e eixo maior medindo 12;
b) defocos F, =(0,-3), F,=(0,3) eeixomenor medindo 8.
Resolugio
a) Temos 2a=12 ¢ 2c= 4-(-4), logpa=6 e c=4. Dar b? =a? —¢? =20.
Como os focos estdo em Ox, usamos (4): 'y y
2 2 ~
X | ﬁ NG
36 20 AN . X
b) Temos 2b =8 € 2c =3 —~(-3)=6. logo b=4 ¢ ¢c=3. De a2 =b? + ¢? vem
a? =4? + 32 =25, Como os focos estdo no eixo Qy, usamos (5):
2 2
X + y_ = 1
16 25
B)  Hipérbole
¢ Definicio

Consideremos num plano 7 dois pontos F, e F,, distantes 2¢ > 0 entre si.
Seja 0 <a <

Ao conjunto dos pontos P € 7 tais que
td(P.Fy) — d(P,F;)| = 2a (6)

se dd o nome de hipérbole.
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® Equagio na forma reduzida y

Tomando um sistema ortogo-
nal como mostra a figura, da mesma *c—.r;.f—
forma como no caso da elipse, N —X
chega-se a que P = (x, y) estd na Fy Fy
hipérbole se e somente se

Pondo b=+/c?-2a%2 temos 0 <b <c¢ e

c? = a2 + p? (7
A equagio fica

X2 y?

b2 ! ®

® Esbogo

Como (8) sé apresenta expoentes pares, concluimos (como no caso da elipse) que a
hipérbole € simétrica em relagdo aos eixos coordenados e portanto em relagio 2 origem.
Além disso, de (8) concluimos que s¢ P = (x, y) é um ponto qualquer da hipérbole,

entio
2

a2

2
=1+%>1 L o XxX2a ou XX -a

Isso quer dizer que a curva ndo
entra na faixa vertical indicada na
figura aolado. Assim o eixo Oy ndo a
intercepta, enquanto que o eixo Ox
a intercepta nos pontos A, =(—a,0)
e A; = (a, 0) (verifique). Gragas
i simetria, podemos restingir-nos

]
» o
o
[ 8]
|
[\)

[ 8]
k3
Vv
8

a0 primeiro quadrante, e aj y
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Atribuindo valores a X e calculando y obtemos o esbogo seguinte, onde as retas

b b - , sy
riy S/UX e sty = -oX s30 assintotas d hipérbole.

: =2 +p?
Atengdo Se vocé adotar um sistema
ortogonal em'que F, e F, estdo no \
eixo Oy como na figura ao lado, entdo . —
de (6) obterd F1 01 Fa
x2 . y? _ _ — x .
Tty < b =yct—-a?) 9)

Dispondo os eixos como € tradicional (Ox horizontal, Oy vertical), o esbogo da hipérbole

toma o seguinte aspecto:




Cbnicas

Assim, x? — y? =1 representa uma hipérbole com focos em Ox e —

representa uma hipérbole com focos em Oy.

Nomes

F,,F, : focos

2¢ :°  distincia focal
A, A, : eixo transverso
B, B, : eixo conjugado
0 : centro

AL A : vértices

F, F, : segmento focal
res : assintotas

EXERCICIO RESOLVIDO

Est4 fixado um sistema ortogonal (0, T, T).

Ache as equagdes da hipérbole e das suas assintotas, conhecendo

os focos estdo em Ox, usamos (8):

>
N

¥
4

=1

N

X,
3

—e

1

y?
00

265

=1

a) os focos F;, =(—+/13, 0), F,=@R/13, 0) ea medidado eixo transverso, 6;

b) um foco F, =(0, —+/ 11), a distincia focal 24/11, e a medida do eixo conjugado
24/7 (F; noeixo Oy).

Resolugio

a) Temos 2a=6 e 2c = 24/13, logo a=3 e c =4/13. Dar b2 =c? —a%? =4. Como

:

As assintotas tém equagdes r

=ix e = ——=x
y=73 Y
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b) Temos 2b=2+/7, 2c=24/11 .. b=y/7, c=y/11L.

Dai a? = ¢? — b? =4. Como os focos estdo em Oy, usaremos (9):
x2
7

2
B LI /
4

As assintotas t€ém equagdes

g

C) Paribola

® Definicdo

Consideremos num plano 7 um ponto F e umaretar, F &€ 1, fixos. Ao conjunto
dos pontos de 7 equidistantes de F e r se dd o nome de pardbola.

e Equacio ey
] [
Tomemos um sistema ortogonal -1 4——P=(xy)
como se mostra na figura. Seja | /
2p =d (F, r). Nesse caso, : ]L
o . . x
F=(p,0) ! O F:=(p,0)
|
I: X=-p x+p=20 :
!

legel

Entdo P =(x, y) estd na pardbola se e somente se d (P, F) = d (P, 1), isto ¢,

Ve Ty = |x +pl
(x—p)*+y \/?+_02

que é equivalente a (elevando ao quadrado e simplificando)

[y? = 4PXl (10)
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e Esbogo ry
1 ¢
Faga uma anidlise semelhante a que fize- :
mos nos casos da elipse e da hipérbole para |
obter o esbogo ao lado, onde O é o ponto |
médio de HF. |
' " F
, —
® Nomes H I= 6]
F : foco :
: diretri
. r iretriz | V=0
|;o 2p : pardmetro I
i - 1
‘ reta por F e perpendicularar : eixo (de simetria)
' V (ponto médio de HF) T vértice

In
Atengdo  Escolhendo-se outros sistemas de coordenadas, é claro que a equagdo da pardbola

muda. Eis alguns casos.

T y \
. y I 2’ 4
to |
N
' \ [
" N
4’! f \ ! a X p \A /’/ — X 0 - p
| () v 0 o — ~ —» X
':P‘ A I P // \\ p
/ I ————p e — — F
/ I
e I
W p p !
¥ F=(-p,0) F=(0,p) F=(0,-p)
I
Il
' r:x =p r:y=-p r'y=p
y? = —dpx | (11) y =—-l—x2 12) y = Ly (13
4p 4p
Observacio

O método utilizado para' chegar aos esbogos da elipse, da hipérbole e da parabolz. 2

precdrio e incompleto. Por exemplo, no caso da elipse, mesmo que vocé atribuz “mutos”



268 Geometria Analitica: um tratamento vetorial

vajores a x, vocé somente obterd um mimero finito de pontos. Ao ligi-los, que critério
adotar para decidir qual das figuras abaixo é a mais razodvel?

I TN T
N \

o

E bom que vocé saiba que as técnicas algébricas de que dispomos nio sio suficientes
para decidir isso. E necessdrio recorrer ao Cilculo Diferencial, onde se aprendem técnicas
mais sofisticadas e eficientes para esbogar grdficos de certas fung¢Ges.

EXERCICIOS PROPOSTOS
Estd fixado um sistema ortogonal (0, 1, 7).
1..  Escreva a equagio reduzida da elipse, dados
d) osfocos (%5, 0) e dois vértices (+ 13, 0);
¥) osfocos(0,2x6)e a=17,

N .. 3 _
¢) dois vértices (¥ 5, 0) e a excentricidade e ===, onde ¢ = Os focos estdao no

5 ’

» |0

eixo Ox;
d) osfocos (%1, 0), 0 semi-eixo menor medindo /2 ;

e) as extremidades do eixo menor (0, *4), e o comprimento L = %— da corda perpendicular

a0 eixo maior da elipse e que passa por um dos focos;
f) osfocos (0, % 2\/§), L =2, L como no item anterior;

g) o centro (0, 0), um dos focos (0, —/40 ), e um ponto /5, —134—) da elipse.
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. . . . c
Para as elipses dadas, determine os vértices, os focos, a excentricidade (e = Y ). Fagaum

esbogo.

# 16x +25y% = 400 g oCBY
wre ¥

b) x2+9y*= 9 v mEd o8

¢ 2x? +y?*= 50
M 3xT+4y? =12

Escreva a equagdo reduzida da elipse que tem centro na origem, focos num dos eixos coorde-
nados, e passa por A e B. ‘

a)A=(3,2 5 B=(,9
bA=(G2 , B=(9%

Ache os vértices e a drea de um quadrado com ladas paralelos aos eixos, inscrito na elipse
9x% + 16y* = 100.

Obtenha equagdes das elipses cujos focos e medida do semi-eixo maior sdo dados.

a) (-3,2),(-3,6), a

I}
E-N

|
w

b) (-1,-1),(1,1), a =
900, (1,1),a=3

Sugestio E mais comodo resolver usando a defini¢do de elipse, mas é mais instrutivo usar
translagOes e rotagoes.

Determine os vértices, os focos, a excentricidade (e = £) e as assintotas das hipérboles
. a
dadas a seguir. Faga um esbogo.
\

) 25x% — 144y? = 3600

b) 16x% — 25y% = 400
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9 y?-x* =16
d) 9y2 — 4x2 = 36

e)3x2—y? =3

Escreva a equagdo reduzida da hipérbole, dados

A) os vértices (£2, 0), eos focos (£3, 0);

b) os vértices (£ 15, 0), e as assintotas Sy = f4x;
c) b= 4, asassintotas 2y = * 3x (focos no eixo Oy);
d) osfocos (£ 5, 0), e asassintotas 2y = % x;

e) asassintotas y = 1 x, e um ponto da hipérbole, (5, 9);

2

f) os focos (£ 5,0), e 0 comprimento L = 5

F1 Fg.

da corda por um dos focos, perpendicular a

Obtenha equa¢des das hipérboles, dados os focos e a.

fl
w

a) (3,-3) , 3,7 , a

I}
—_

b) (3, 4) , (-1,-2), a
Veja a sugestao do Exercicio 5.

Determine os focos, os vértices e as diretrizes, das pardbolas dadas a seguir. Faga um
esbogo.

2

a)y 16x b) y?+28x = 0 c) x2 +40y = 0
d)5v? = 12x e) 2x% =7y f) 7x% = 15y

Escreva as equagdes reduzidas das pardbolas com vértice na origem, dados

a) o foco (8, 0):

b) a dirétriz y = 2;
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11.

§2

3)

4)

{c) o eixo de simetria Ox e um ponto da pardbola, (5,10):
d) dois pontos da pardbola, (6, 18) e (—6, 18);
¢) um ponto da diretriz, (4, 7), e o eixo de simetria OX.

Ache as equag¢Ges das pardbolas de focos e diretrizes dados abaixo.

a) (2,3) , x=0
b)(3,1) , y+3 =0
c) (4,-2) ,2x+y=3

Veja a sugestdo do Exercicio 5.

Conicas (caso geral)
Definicdo Dado num plano 7 um sistema ortogonal de coordenadas, e dada a equagdo
G(x,y) = Ax> +Bxy+Cy? +Dx+Ey+F = 0 (14)

com A? + B? + C? # 0, chama-se conica ao conjunto dos pontos P = (x,y) de # tais que
(14) se verifica.

Exemplos de cdnicas
O conjunto vazio: G (x,y) = x2+y*+1 = 0
Um ponto:G (x,y) = x2+y2 = 0

Umareta:G (x,y) = (x+y)? = x2+2xy+y? = 0

Reunido de duas retas paralelas:

G(xy) = (x+y)(x+y+1) = x2+2xy+y? +x+y = 0
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5)  Reunido de duas retas concorrentes: G (x,y) = (x+y)(x—y) = x> —y* = 0
6) Elipse: G(x,y) = x>+2y2-1=0
7)  Hipérbole: G (x,y) = x> —y? =1 =0
8) Paribola: G(x,y) = x-y*=0
9) Circunferéncia: G (x,y) = x2+y?—1=0
Provaremos no § 3 que estes nove casos esgotam as possibilidades. Nos exemplos acima

niao hd nenhuma dificuldade em se reconhecer a conica, a partir de sua equag¢do. Jd nio se pode
dizer o mesmo dos seguintes:

35x2 — 2xy + 35y% — 34x — 34y — 289 = 0 (elipse)
3x?2 + 12xy + 8y — 18x — 28y + 11 =0 (hipérbole)
4x? —4xy+y? —2x+y+15 =10 (vazio)

Neste pardgrafo o nosso objetivo é reconhecer a cnica e esbogar seu grifico, conhecida
sua equagdo. -

Roteiro

1)  Procure eliminar por meio de uma translagdo os termos de 19 grau. Proceda como indi-
cado em (I), no §3, capitulo anterior. 0(s) ponto(s) (h, k) ld indicado(s) se chama(m)
centro(s) (de simetria) da conica! ")

2) Admitindo que isso possa ser feito, procure eliminar o termo em uv através de uma
rotagdo, como se indica em (II), §3, Capitulo 20. Chega-se a uma equagdo da forma
A't? + C'w? + F' =0, e daré ficil o reconhecimento!"").

(*) Esse nome advém do fato seguinte: se P estd na conica, também estd o seu simétrico em relagdo ao centro.
Basta observar a equagdo da cbnica, quando se translada o sistema inicial: Au? + Buv + ov?+F'=0.
Se (u, v a satisfaz, entdfo (—u, —v) também a satisfaz. Observe que ‘as parabolas sio as tnicas cdnicas
que nio tém centro (apesar de terem um eixo de simetria). Elipses, hipérboles, circunferéncias, pontos
e reunides de duas retas concorrentes possuem centro Unico. Retas, reuniGes de duas retas paralelas e

vazio tém infinitos centros.

(**) Note que esta ultima equagdo sO apresenta expoentes pares para t e¢ w, e portanto, como ji comen-
tamos no §1, ela descreve um conjunto simétrico em relagio aos eixos Ote Ow. Eis ai o significado

geométrico do processo.
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3) Se ndo pudermos eliminar os termos de 19 grau, paciéncia. Efetuamos uma rotagio para

eliminarmos o termo em Xxy.

Observagio

Foi visto, no Exercicio 4 do §3 do capitulo anterior, que B> — 4AC = —4A'C’ (pois aqui
B’ = 0). Usando este fato, ndo € dificil tirar as seguintes conclusées, que ajudam a conferir resulta-
dos (daremos mais detalhes no préximo parédgrafo).

e Se B2 - 4AC<0, a cbnica s6 pode ser: vazio, ponto, circunferéncia ou elipse.

L Se B2 — 4AC =0, a cbnica s6 pode ser: reta, reunido de duas retas paralelas, pardbola, ou
vazio.

e Se B2 — 4AC >0, trata-se necessariamente de reunifo de duas retas concorrentes, ou de

hipérbole.

Por causa disso, dizemos que a equagio (14) é de ripo eliptico quando B? — 4AC <0,
de tipo parabdlico quando B2 — 4AC = 0, e de ripo hiperbSlico quando B? — 4AC > 0.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Estd fixado um sistema ortogonal (O, _{, __]?).
1)  Esbogar o grifico da c6nica de equagdo

G (X,y) = 4x> —4xy+7y? +12x+6y—-9 = 0

Resolucao

® B2 — 4AC = 16 — 447 <0 (tipo eliptico). As possibilidades sdo: vazio, ponto,
circunferéncia, elipse.

® Fazendo x=u+h, y=v+k, e substituindo na equagdo, obteremos

4u? + 4uv+7v? +(8h— 4k + 12)u + (—4h+14k+6)v+G(h k) = 0
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Izualando os coeficientesde uev a O resulta

8h — 4k = —12

4h+ 14k =— 6 v fy
A
|
de onde resulta h= -2, k = ~1, |
1 X
A equagdo no novo sistema fica I o >
_—al— - ———pUu
4u? —duv+vr-24=0 112
Vamos agora eliminar o termo uv.
v
. S
Sendo tg219—4_7 3 \ :
-1 t
podemos escolher 26 no 19 quadrante. N\ .
-1 /8-
-~
—m-mWolo sy

Calculamos A'e C', que sdo raizes de

4-2 -2

Resolvendo, encontramos A = 3 e A = 8. Para decidir quem ¢ A’ e quem ¢ c,
observe que (férmula (20) do Capitulo 20)

cos20 = =7 =3

4
Al-C  A'-C
Como cos20 >0, tesulta A'—C' <0 .. A'<C" .

Logo A’ = 3, C' = 8. A equagcio final é (lembre-se que o termo independente F ' ndo
se altera por rotagio) 3t> + 8w2 — 24 = 0, ou seja

t2 w?
_+—=1
8 3

E uma elipse. Eis o esbogo procurado:
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2

Idem para G (x,y) = x> —2xy +y* —2x-2y+1 = Q.

Resolucdo

® B2 —4AC= 4 — 4= 0 (tipo parabdlico). As possibilidades sdo: reta, reunido de duas
retas paralelas, pardbola, ou vazio.

® Tentemos a elimina¢do dos termos de 19 grau:
Fazendo x = uth, y = v+Kk, resulta
u? —2uv+v?+(—2k+2h—-2)u+(2k —2h—2)v+G(h,k) = 0

Igualando os coeficientes de ue v a zero, resulta

2k —2h

{—2k+2h

claramente incompativel. Logo ndo existe centro, o que nos dd a certeza de que se trata
de uma pardbola.

R - m . . ,
® Vamos a rota¢do. Como A =C, tomemos 6§ =7 ‘Como vimos no Capitulo 20, temos:
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A =S (A+B+O) =0

c’ =%(A—B+C)=2

D' = Doos%+ Esen—}-=—2\/7
o _1r_ l:

E° = —D sen 2 + E cos 2 0
F' =1

(Note que por ser B2 — 4AC = 0 jaera previsto queou A’ = 0 ou C'=0)
A equagdo fica
22 -24/2 ut1 =0

que € uma pardbola, que vocé jd deve saber desenhar. Escrevendo a ultima equagdo

1 :
f 2 _ —_——— ) = - 1 =
na forma v V2 (u > \/7) 0, pode-se ainda fazer a translagdo w =,

1
t=u— 2_—\/? , para obter a equagdo reduzida w? = /2 t. Eisa resposta:

y

[
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Idem para G.(x,y) =x2 —4xy +4y? — 6x + 12y +8 = 0.

Resolugio

e B2 _ 4AC= 16 — 16 = 0 (tipo pardbolico). Pode ser reta, reunifo de duas retas parale-
las, pardbola, ou vazio.

@ Para eliminar os termos de 19 grau, fazemos x=u+h, y=v+k, obtendo

u — duv+4v? +(—4k +2h — 6)u+ (8k — 4h + 12)v +G(h, k) = 0

Igualando a 0 os coeficientesde ue de v, vem ?y v
'y
{—4k +2h =6 |
8k — 4h =—12 : > X

sistema compativel, indeterminado (logo ndo se trata de paribola). Escolhemos uma
solugdo, digamos h= 1, k= —1. Com isso, a equagdo fica

ul—duv+4avi—1 =0

® Para eliminar o termo em uv, calculamos

=4 _ 4
tg 26 = — 3

!
e escolhemos 26 no 19 quadrante. A e
C' sdo as raizes de

P . ! ’ ] .
que sac 0 e 5. Parasaberquemé A" equemé C', examinamos

cos 20 =—1,—_ﬁ7
A -C
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Como cos 20 > 0 pela escolha acima, resulta A' — C' <0, logo, A’ < (', e daf
A" = 0. C' =5 Aequagio final é

Sw2—-1=0 ou seja, W_iﬁ

Trata-se da reunido de duas retas paralelas.

<

Agora repare que este exercicio poderia ter sido resolvido de um modo todo especial,
pela fatoragdo do polinémio G (x, y):

G(x,y) = x> —4xy +4y? —6x+ 12y +8

= (x—2y)2—6(x-2y)+8 H(x—-2y—2)(x—2y—4)

Logo
x-2y-2=0
G(X,Y)=O‘=’ ou
Xx—2y—-4=20
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e portanto a oOnica € a reunido das retas paralelas descritas acima. De qualquer
modo, se vocé ndo perceber essa possibilidade e fizer a translagdo, obtendo a equagdo
u? — 4uv+4v? — 1= 0, ainda resta a alternativa de fatorar:

w2 —4uv+dvi—1=(u-2v2-1=0

que implica u — 2v =1 ouu — 2v = —1, e novamente temos as duas retas naralelas. desta

. . '
vez referidas ao sistema O uv.

Vale a pena ficar atento a esses casos especiais.

EXERCICIOS PROPOSTOS
: -> >
Estd fixado um sistema ortogonal de coordenadas (0, i, j).

Esbogar o grafico da conica representada por

a) G(x,y) = 3x?+3y? +2xy + 6/ 2x+ 22y +2=0

x2+4y? +34/3 xy—1=0

b) G(x,y)

) G(xy) = x2+4y?+dxy—1=0

d) G(x,y) = 16x2 —24xy +9y? —38x— 34y +71 = 0
e) G(xy) = 7x2+5y2 +2/3 xy —(14+2/3)x—(10+2/3)y+8+2y/3 =0
f) G(x,y) = 16x? — 108xy — 29y% + 260 = 0

g) G(x,y) = 7x®*+6xy—y?+28x+12y+28 = 0

Reduza a equagdo 4 forma mais simples, através de translagdo eventual e rotago. Dé o
dngulo de rotagdo. Descreva o conjunto representado.

a) 32x2+52xy—7y*+180 = 0

b) 7x2-6+4/3 xy+13y? —16 = 0
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) x2—-5xy—11y? —x+37y+52 =0

dr 2 —dxy+y? - 85 x—-16/5y=0
e) x2+y?-2xy-84/2x-8y2y=0
f) 8y?+6xy— 12x—26y+11 =0

g) 17x2 —12xy +8y? = 0

h) 19x% +6xy+ 11y? +38x+6y+29 = 0

3. Reconhega as conicas dadas a seguir:
a) 3xXt+dxy+y?—-2x—-1=0

b) x?2—6xy —7y*+10x—30y+23 =0

¢ SxP+4xy+yr-6x-2yt+t2=0
_d) 2x2+3y? —8x+6y-7=0
e) 4x?—4xy+y?—6x+3y+2 =0

f) x> —2xy+y?-—10x—6y+25 =0
g) x2+dy?+4xy+2x+4y+1 =0

hy 16x%+16y? —16x+8y—59 = 0

§3  Qassificacio das conicas

Como vimos no pardgrafo anterior, o processo para esbogar o grifico de uma cdnica € em
geral laborioso. Porém, se o interesse for apenas o de reconhecer a cbnica, vimos que hd alguns
“atalhos” que encurtam o caminho, como por exemplo a andlise do sinal de B? — 4AC. Vamos
agora sistematizar esses procedimentos para ver como se pode reconhecer a conica de um modo
relativamente simples, através da andlise dos coeficientes de sua equaggo.
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e
Fixemos um sistema ortogonal de coordenadas (0, i, j) em E2. Sendo
G(x,y)=Ax?+Bxy+Cy> +Dx+Ey+F=0 (A?+B?+C?#0)
a equagdo de uma conica, associamos a ela a matriz (simétrica).
[ 1 1 |
A —= -
2 B 2 D
| L L
M= > B C > E
1 1
|2 B F ]
e os nimeros )
A > B
A =A+C L, A = =_B__f_A£_’ Ay = detM
1 4
> B C

Considere a mudanga de coordenadas dada por

h+u cosf@ — v senf

»e
]

k+u sen@ + v cos@

y

281

(15)

(16)

an

(18)

que corresponde a uma translagio seguida de uma rotagdo (roto-translagdo; observe que o novo

sistema de coordenadas também € ortogonal).

YA
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Substituindo (18) em (15) resulta uma equagdo da forma

gu,v)=au? +buv+cv? +dutev+f = 0

i qual fica associada uma matriz

a. b/2 d/2
m = b/2 c e/2
d/2 e/2 f

¢ correspondentes nliimeros

b? — dac

8§, =atc , 6, =-— 7 ,

83 = det m

Proposi¢do 1 Valem as igualdades 8, = A, 8, =A,, §; =/, (isso quer dizer que os nimeros
Ay, A, e A; s3o invariantes por roto-translagBes, por isso sdo chamados invarigntes ortogonais
da conica dada).

Demonstragio Para as duas primeiras igualdades, veja os Exercicios 4 ¢ 5 do §3, Capitulo 20.
Quanto 3 terceira, observe inicialmente que o 19 membro de (15) pode ser colocado sob forma
matricial (faga os cdlculos para constatar isso):

X
G(xy) = [xyl] M[y]
1

Além disso, usando (18) vemos, apos um calculo matricial simples, que

X u cosf —senf h
[y] =T [v] onde T =| sen6 cosfk
1 1

0 0 1

Transpondo, obtemos ainda

[x vy 1]=[u v 1]Tt
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Substituindo na expresso de G (X, y) obtemos

g(uv) = [0 v 1] (T'MT) | v
1
Mas, a exemplo de G (x, y), podemos escrever
u
g(u,v) =[u v 1] m v
1

Comparando as duas tltimas igualdades vem

m=TMT

de onde resulta

5y, = detM = det T' . det M .det T = detM = A,

jaque det T = det T® = 1.

Observagio

Uma alternativa para demonstrar a invarianga de A,, vocé pode ver no Exercicio 2.

Para a préxima Proposi¢do, serd util o lema seguinte, cuja demonstra¢do é imediata e serd

deixada como exercicio.

Lema

a)

b)

Seja g(u,v) = cv® +dutev+f

f
Se ¢ # 0 e d # 0, entdo a mudanga de varidveis (translagio) u = X—? Y T

€

55 transforma g(u, v) em cY? +dX.

v=Y -

Se ¢ # 0 e d =0, entdo a mudanca de varidveis (translagéo) v=1Y - 7% (u=X) trans-
2
forma g(u,v) em cY?+q (onde q=f - :_C .
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’
Observagdo  As translagGes acima ndo “cafram do céu”. Sdo motivadas pela conhecida técnica

de completacio de quadrados:

> ca(v2 42y = 2 LY B SLAY
o tev=c(vi 4+ - vy =c [vi+2. 20V+(2c) (2C)]
2 2
- Ly & g Ly £
¢ (vt 350) —2z 1= cvt52) - 54

Proposigio 2 Considere a conica dada por (15).

a) Se A, ¥ 0, existe um sistema de coordenadas ortogonal, em relagdo ao qual a equagdo
da cdnica tem a forma

pX2+qY2+r =0 (p’+q? # 0)

v Se A, = 0, entdo

b,) se A; ¥ 0, existe um sistema ortogonal de coordenadas, em relagiao ao qual a conica

tem equagdo da forma
pY?+qX = 0 P# 0, q# 0

b,) se A; =0, existe um sistema ortogonal de coordenadas, em relagdo ao qual a conica

tem equagdo da forma

pY> +q=0 (p # 0)

Demonstragdo

4AC — B?
4
sendo ndo-nulo, podemos fazer uma translagdo para eliminar os termos de 19 grau; como sempre ¢

a) Decorre do trabalho desenvolvido no § 3 do Caprtulo 20. De fato, A, =

possivel fazer uma rotagdo para eliminar o termo misto de 20 grau, obtemos apds essa roto-
translagdo um sistema ortogonal satisfazendo as condig6es do enunciado.

b) Suponhamos A, = 0. Efetuando uma rotagdo para eliminar o termo misto de 29 grau,
obtemos um sistema de coordenadas ortogonal em relagio ao qual a equagdo da conica tem

a forma

au?+cv? +dutev+f = 0 (19)
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N
onde a e c sdo raizes de
A—A B/2
= 0.
B/2 C-2A
Agora
a 0 dj2
m=| 0 c e/2
d/2 e/2 f
e pela Proposi¢do 1 temos
A,=a+c,A2=ac,A3=acf—%2—a::2 (20)

De A, =0 segue que a =0 ou ¢ =0, ndo podendo ser ambos nulos, sendo a equac¢do
(15) ndo seria de 29 grau (veja o Exercicio 4b, §3 do Capitulo 20). Suponhamos a =0 e ¢ #0
(o outro caso é andlogo e fica como exercicio). Entfo, (20) fornece

_ cd?
A; = 4 2n

e (19) sereduza

cv?+dutev+f =0 (22)

b;) Se A; # 0, (21) nos assegura que d # O e o resultado segue da parte a) do Lema
anterior, aplicada a (22), tomando p=¢ € q = d.

b;) Se A; =0, (21) nos dd d =0, e o resultado segue agora da parte b) do referido
Lema, tomando p =c.

Corolario  Seja £2 um subconjunto de E2.

(i) §2 é uma conica se e somente se £ é de um dos seguintes tipos:
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1) vazio

2) oonjunto de um tnico ponto

3) reta

4) reunido de duas retas paralelas

5) reunido de duas retas concorrentes
6) elipse

7) pardbola

8). hipérbole

9) circunferéncia

(i) Se Q F* ¢, entdo A; =0 se e somente se §2 é de um dos tipos 2), 3), 4), 5) do item (i).

Demonstragio

(i) Vamos estudar o caso A, # 0, deixando o outro caso como exercicio. Pela Proposigdo 2,
existe um sistema de coordenadas em relagdo ao qual a equagio da cdnica tem a forma

pX?2 + qY? +1 =0 (p?> + ¢* # 0) (23)
1)  Suponhamos r ¥ 0.

Ia) Se p,q,r tém mesmo sinal, entdo = ¢.

Ib) Se p, q,r ndo tém mesmo sinal, entdo (23) pode representar uma elipse, uma cir-

cunferéncia ou uma hipérbole.
II) Suponhamos r = 0. De (23) segue
pX? +qY? =0 (P* +q* # 0) (24)

Ila) Se p e q tém mesmo sinal, entio pX? = qY? = 0. Logo, Q ¢ formado por um

unico ponto.

IIb) Se p e q tém sinais contrdrios, entdo (24) representa a reunido de duas retas

concorrentes,

(ii) Deixamos como exercicio, lembrando que pela Proposi¢ao 1 e por (23) temse A3 =pqr.
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Observagao

O conjunto vazio est4 “fora do alcance” do item (ii); as equagdes x2+1=0 e x2+y?+1=0
representam, ambas, 0 conjunto vazio, mas para a primeira A; =0 e para a segunda, Ay = 1.

Vamos agora ver como se aplicam esses resultados.

EXERCICIOS RESOLVIDOS
> >
Estd fixado um sistema ortogonal (0, i, j).
1. Reconhega a conica de equagdo
4x? —4xy+7y* +12x+ 6y —9 = 0

(veja o Exercicio Resolvido n? 1, §2).

Resolucao
Temos
4 2 : 6 A =11
M=1] -2 7 E 3 Ny, =4.7-(-2).(=2)=24%#0
6 3 -9 A3 = detM = =576 + 0

Como A, # 0, existe, pela Proposi¢do 2, um sistema de coordenadas ortogonal em relagdo
ao qual a equacdo da conica ¢ da forma pX2 +qY? +r1 =0

p 0 0 6, =ptq
m={ 0 q 0 62 = pq

0 0 r 83 = pqr
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Pela Proposigdo 1 devemos ter

par = -576
pq =24
ptq=11

de onde resulta facilmente p > 0, q > 0, r <0. Trata-se portanto de elipse ou cir-
cunferéncia. Das igualdades pq = 24 e p+q= 11 conclui-se imediatamente que p # q.
Logo, a conica nao € circunferéncia. Trata-se, pois, de uma elipse.

Observagio

Caso se queira a equagdo da elipse na forma reduzida, basta resolver o sistema
acima, Obtém-se p =3, q =8 (ou p=8, q=3) e r = —24. A equagio é, pois,
3X2 +8Y? — 24 = 0, ou seja,

Y2

X2
EREED

=1

2 2
A escolha da outra solugdo fomece —X_,,— + YT- = 1. Este método ndo permite obter

a medida 6 do angulo de rotagio, de modo que nio temos elementos para esbogar o

grafico da cdnica.

Idem para x? — 2xy + y2 — 2x — 2y + 1 = 0 (veja o Exercicio Resolvido n9 2, §2).

Resolugio

Seguindo os passos da resolugdo do exercicio anterior, temos

1 S A =2
M= -1 1 -1 M =0
-1 -1 1 Ay = —4

Pela Proposicdo 2, existe um sistema ortogonal de coordenadas em relagdo ao qual
a conica ¢ dada por uma equagdo da forma pY? +qX = 0. Sendo
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0 0 q/2 6, =p

m= 0 P 0 62 =0
pq2
q/2 0 0 83 == —_—

a Proposi¢do 1 nos leva a

p=2
4 0=0
2
ﬁ-:—
- 4

ouseja, p= 2, q=+/8, ou p= 2, q= —+/8. Trata-se, pois, de uma paribola.

Observagio
Num certo sistema de coordenadas, a paribola tem por equagdo 2X? +\/§ Y=0
Num outro, 2X* —4/8 Y =0.. Novamente, faltam-nos subsidios para determinar 6 e

esbogar a pardbola.

Idem para X% — 4xy + 4y? — 6x + 12y + 8 = 0 (veja o Exercicio Resolvido n? 3, §2).

Resolugio
Temos

1 -2 -3 N =5

M= -2 4 6 N =0

-3 6 8 Ay =0

e portanto em relagdo a um sistema ortogonal de coordenadas, a conica tem equagdo da
forma pY? +q = 0. Neste caso
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0 0 0 8, = p
m = 0 P 0 5, =0
0 0 q 55 =0

e o sistema que se obtém igualando os invariantes s6 fornece p = 5. Mas, observando a
equagio pY? + q = 0, vemos que s6 pode representar: reta, reunido de duas retas para-
lelas, ou o vazio. Determinemos entdo a interseg¢do da conica com os eixos Ox e Oy.
Fazendo x =0 na equagio original, resulta 4y + 12y +8= 0 edai y=—2 ou y=-1.
Fica claro que se trata da reunido de duas retas paralelas.

Idem para x? —2xy+y?+x—y+1 = 0.

Resolugio
Temos

1 -1 1/2 A =2

M= -1 1 -1/2 A, =0

1/2 -1/2 1 Ay =0

e a situacdo é a mesma do exercicio anterior. Determinemos a interse¢do da conica com
Oy. Fazendo x =0 na equagio dada vem y?2 — y + 1= 0. que nio tem raizes reais;
logo, a cOnica ndo intercepta Qy.

Agora, com Ox. Fazendo y = 0 na equagdo dada resulta x>+ x + 1 = 0, que
também nio possui raizes reais.

Conclusdo: Trata-se do conjunto vazio.

EXERCICIOS PROPOSTOS
Estd fixado um sistema ortogonal (0, _i), T)‘

Faga o reconhecimento das cbnicas dadas nos exercicios propostos no §2, usando os
métodos deste pardgrafo.
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a)

b)

Mostre que a parte quadrdtica de (15) pode ser escrita matricialmente sob a forma

X A B/2
[(x y]P onde P =
y B/2 C

Mostre que (18) pode ser posta sob a forma
X u cosf -senf h
= R + Q onde R = Q=

y v senf cos@ K

Combinando a) e b) e procedendo como na demonstragdo da invarianga de .L;.
prove a invarianga de A;.



CAPITULO 22

SUPERFICIES

. . > TP
Neste capitulo estd fixado um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (O, i, j, k).

§1  Superficie esférica
1.1 Equagio reduzida e equacdo geral

Dados um ponto C € E® e um numero real r >0, a superficie esférica S de centro C
e raio 1 é o lugar geométrico dos pontos de F* que distam r do ponto C. Assim, pondo

P = (Xa y. Z) > C = (XO’ Yo ZO)

temos P< S seesomentese d(P,C) = r, istoé,

(X~ X0 +(y — Yo )P +(z2—20)* = 1? (hH

A equagdo (1} ¢ chamada equagio reduzida de S. Assim, por exemplo,

(x+DH? +(y—2)?% + 2 =4

€a equagdo reduzida de uma superficie esférica de centro C = (--1,2,0) e raio r= 4/ 4="1.

292
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Desenvolvendo os quadrados em (1), obtemos
X2 +y? +2% — 2XoX — 2yoy — 22Zoz t X2ty +2z3 — 1= 0 2

que é uma equagdo da forma

x2+y?+z° +ax+bytcz+d = 0 3)

com a, b, ¢,d € R, chamada equagdo geral de S.
Surgem imediatamente duas questdes:

13) dada uma equagdo da forma (3), como decidir se ela é equagdo geral de alguma superficie
esférica S?

28) em caso afirmativo, como obter, a partir da equagdo, as coordenadas do centro e o raio
de S?

Para respondéas, basta completar os quadrados e colocar (3) sob a forma (1): se 0 29
membro for negativo, o lugar geométrico € vazio; se for nulo, ele se reduz a um ponto: e se for
positivo, trata-se de uma superficie esférica cujo raio € a raiz quadrada desse 29 membro e cujo
centro se obtém observando o 19 membro. Assim:

2 2 2
240y = (x2+ax+ Ay o3 = Ay 2
x4 +ax = (x°+ax ) 1 (x + 2) 2

b? b2 b b?
2 = (v + +—) - - = I VI
yitby = (vitbyt =) - — =yt ) 3
2h = (P ezt : o + 22 ¢?
2¢+cz = (2 +ez ) - 4—(1 2) -2

Substituindo em (3), vem:

(x t -;—)2+(y+%)2+(2+2£)2+dfi—(az+b2+c2) =0

donde

a b c a?+bl+c¢? - 4d
(x+-2—)2+(y+—2—)2+(z+2—)2 = 2
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Entdo, (3) é a equagdo geral de uma superficie esférica se e somente se

a?+b?+¢?—4d>0 4
€ nesseé caso. o centro é
b
C=(-=5, 5 -5 (5a)

¢ 0 raio é

(5b)

Observagdes

1. Se a®> +b%? + ¢® — 4d = 0, a unica solucio de (3) € o ponto C (veja (5a)) e portanto
o lugar geométrico é {C}. Se a? +b2 + c? — 4d < 0, o lugar geométrico é vazio.

2. Na obten¢do da equagdo (3), notamos que os coeficientes a, b e ¢ dependem exclusiva-
mente das coordenadas do centro de S. O raio r influi apenas no termo independente d
(compare com (2)). Segue-se dar que a equagdo

x2+y? +77 +ax+by+cz+A =0 (6)

ande X € um parametro real, sujeito a condigao

a® + b2 + ¢?
4

A<

(veja (4)), representa um feixe de superficies
esféricas concéntricas. com centro

N—r
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3.

ARAIEEY \."‘-“A
p‘vlu :

EXERCICIOS RESOLVIDOS MEL \
piBLIOTEY

Dé a equagdo geral da superficie esférica de centro (1, ~1, 3) e raio 4.

Resolugio
Usando (1) temos:
(x—=1D*+(y+1)?+(z—3)* = 16
Eliminando os parénteses e passando para a forma (3), obtemos a equagdo geral procurada

x?+y*+22 —2x+2y—6z—5 = 0.

Verifique se a equagdo x? +y? + 2> — dx — 2y + 8z + 12 = 0 éa equagdo de uma super-
ficie esférica. Caso seja, dé o centro e o raio.

Resolugio

Completemos os quadrados:

xP —ax=x> 2. %. x=x*—2 x+2-2'=(x-2)*% -4

Substituindo na equag¢do dada, resulta
(x=2%— 4+ (y~1)P-1+(z+4)*-16412=0

(x=2+(y -1 +(z+4)? =9 =3

Portanto, trata-se de uma superficie esférica de centro C= (2,1, —4) e raio r= 3.

Idem para x* +y* +2z> — v/3x —4y+ 8= 0.
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Resolugio
Completando quadrados:

V3 V3o (V3.
7 - (55

2 _ =x? — +
< —V3x=x-2. 2.x(2

yP—dy=y* 2. 2. y=y -2 2.y+22-2'=(y-2) -4

Substituindo na equagio dada vem que

(x—\/—zj)2+(y—2)z+zz - —i— -4+8 =0
ou seja
V3 13

(X*T)2+(Y—2)2+22+T= 0

Vemos claramente que ndo existem X, y, z que satisfagam essa equagdo. Logo, a equagdo
dada ndo representa uma superficie esférica, mas sim o conjunto vazio.

4. Ache a equagio geral da superficie esférica que passa pelos pontos (0, 0, 0), (1, 0, 0),
0,2,0), (0,0,3).

Resolugio

A equagdo procurada serd d‘a forma

x2+y?+z2 +ax+by+cz+d = 0

Impondo que os pontos dados satisfagam essa equagdo resulta
0*+0?+0*+a0+b0+c0+d=0

J 12+02+0%+ al+b0+c0+d=0

02+22+0°+ a0+b2+c0+d=0

0*+0?2+32+ a0+b0+c3+d=0
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ou seja
d=20
1+ a+d =0
P

4+2b+d =0

943c+d=0
Resolvendo, vem

a= -1, b = -2, c = -3

Portanto, teremos por resposta
x*+yt+2 —x—2y -3z =0"

5. Ache o raio da superficie esférica que passa pelos pontos (—2, 1,V 26),(1,2, -4),(2, 2, 3)
e cujo centro estd no plano Oxy.

Resolugéo
Como queremos o raio 1, escrevemos a equagdo procurada na forma

(x-ml+(y-n?+(z-p? =7

Como C = (m, n, p) estd no plano Oxy, temos p = 0.

Levando isto a equa¢@o acima, e impondo que os pontos dados estejam na superficie, vem

que
(=2-m)* +(1 —n)* +(V26) = 1?
(I1-my +2-n? + (4} =7 (o)
2—-m)? + (2-n)® + 3? =r
(*) Em principio, deveriamos verificar se esta é equagio de uma superficie esférica, o que é equivalente a

verificar se os pontos dados ndo sdo coplanares, Mas isto ndo ¢ necessdrio, pois o sistema obtido admitiu

solugdo tinica (veja o Exercicio 12).
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Resolvendo o sistema acima, obtemos m=-2, n=1, e r=+/26.

i;é = 2quagdo geral da superficie esférica S;, concéntrica com a superficie esférica

S eyt 422 —2x+3y—2z = 0 eque passa pelo ponto P= (1,1,0).

Resolucio
Por (6), temos:
S, ix*+y?+z* —2x+3y—-z+A =0

As coordenadas de P satisfazem essa equagdo, logo 1 + 1 +0 — 243 —-0+ X =0,donde
= — 3. Entdo

Sy :x2+y*+22 —2x+3y—2z-3=0

Localize os pontos M = (1,2, 1), N= (-1, -1,0) ¢ Q= (1.0, —1) em relagdo a
superficie esférica S: x* +y? +2* —2x+4y —z— 1= 0.

Resolugio

Devemos comparar as distancias dos pontos dados ao centro de S, com o raio de S.
Um jeito rapido de se fazer isso € notar inicialmente que o primeiro membro da equagdo
geral (3) nada mais é que d (P, C)®> —r* (releia a obtengdo de (3) a partir de (1), passando
por (2)). Assim, para localizar um ponto P em relagdo a uma superficie esférica S, basta
substituir suas coordenadas no 19 membro da equagio geral de S. Se o resultado obtido
for negativo, P ¢ interior a S: se for positivo, P é exterior a S: se for nulo, P € S. Resolvamos

entdo o exercicio:

M:1+4+1 -2+8—-1-1

10 >0 .. M ¢éexterioraS

N:1+1+0+2-4-0-1

—1 <0 .. N éinteriora$

Q :1+0+1-2+1-1=0 .. Q€S
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Ache uma equagdo da superficie esférica de centro C e raio r nos casos

Q) C = (1,-1,-3) ro= 2
b) C = (0,0,0) r = 1
) C = (V2 1,-3) r= V2
dC = (18,-17,-1) 1 = 50
) C = (0,1,0) r= 4

2. Verifique se as equagGes dadas sdo equagdes de superficies esféricas. Caso afirmativo, dé
o centro e o raio.

Q) (x—2P2+(y+6)>*+22 =25

b) x*+y?+z? —4x+6y+22-2=0

c) x2+y2+22—2x—4y+10=0

d x*+y?+z? —2x+2y =0

) xX2+y*+z? —2x—4y—-62+16 =0

f) 2x2+2y* +2z22 —6x+2y—4z+7 =0
g) 4x* +d4y* +4z* —8x -8y —8z+10 =0
h) x*+y*+z8 —2x+4y+15 =0

) xP+y?+22 —2x+4y+5 =0

3. Ache uma equagdo da superficie esférica que passa pelos pontos (1, 0, 0), (0, 1. 0),

(335 .01

4, Ache uma equagdo da superficie esférica de centro (1, 1, 2) que passa pelo ponto (1, 1, 3).
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Os pontos A = (2, -3, —5) ¢ B = (4, 1, =3) sio extremidades de um diametro de uma
superficie esférica. Ache uma sua equaggo.

Ache uma equagio da superficie esférica que passa pelos pontos(0, 0, 1), (1, 0, 0),(0, 1, 0)
e cujo centro estd no plano x+y —z= 0.

Ache uma equag¢io da superficie esférica que tem centro na reta r :{ ) € passa

pelos pontos A= (6, —1,3) e B= (0, 7,5).

Dé equagOes na forma simétrica da reta perpendicular ao plano 10x — 2y +4z—-1=10
e que contém um diametro da superficie esférica x> +y?> +z> +2x — 6y +z— 11 = 0.

Calcule a di;‘téncia do ponto P =(1, —1, 3) a superficie esférica
s‘:x2 +y*+22 —6x+4y —10z—-62 = 0

(isto é, a ’distﬁncia minima de P aos pontos de S).
Mostre que, se k < 0, a equagdo

x}+y*+z22 tax+bytcztk =0
representa uma superficie esférica, quaisquer que sejam a, b, ¢ reais.
Mostre que paratodo ¢ €ER e paratodo § €ER, o ponto de coordenadas x = a sen ¢ cos @,
y =asen ¢ sen 8, z =a cos ¢ pertence a superficie esférica de centro na origem e raio
a > 0. Faga uma figura e descubra o que s3o ¢ e 6. Vocé ja ouviu falar em coordenadas

esféricas?

Seja p(x,y,2z)=x*+y> +2z> +ax + by + cz+d. Sejam A= (x4 5,2, 1= 1,2,3,4 }
Prove que s3o equivalentes as afirmages:

(a) A[.A,.A;, A, ndo sdo coplanares.

(b) O sistema p(x;. Yi» Zi) = 0, i= 1,2, 3, 4, nas incognitas a, b, c, d, tem solugio
anica.

(¢) Existe uma Unica superficie esférica que passa por A,, A,, A3, A,.
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13.

14.

15.

16.

17.

Mostre que os lugares geométricos descritos abaixo sdo superficies esféricas e determine
seus centros e seus raios:

a) 1.g. dos pontos cuja distancia A origem é o dobro de sua distancia a A = (10, 0, 0).
b) 1.g. dos pontos cujas distdnciasa B = (-2, 2,-2) e D =(3, -3, 3) estdo na razdo 2: 3.

¢) 1.g. dos pontos tais que a soma dos quadrados de suas distancias aos eixos coordenados
¢ 30.

d) 1. dos pontos tais que a soma dos quadrados de suas distancias aos planos

m X—y+4 =0, m,:x+y-2=0 e my:z+1 =0 ¢ 20.

. — —
e) 1l.g. dospontosXtaisque PX 1 QX. Dados:P = (1, 1,0)e Q= (0, 1, 0).

Mostre que se Py = (x;,¥;,29) e P, = (X,.y2, 2,), entdo a equagdo
(x=x))(x=%x)t(y—-y)(y-y2)+t(z-2)(z—2) = 0

representa a superficie esférica que tem P, P, como didmetro.

\

Localize os pontos A = (2, —1, 3) e B = (3, —1, 0) em relagdo a superficie esférica
S:x?+y? +22 —6x+2y—-2z+7 =0.
Dé uma equacgio da superficie esférica de centro (2, 3, —1), que determina sobre a reta
5x -4y +3z2+20 = 0
3x-4y+ z—-8=0
uma corda de comprimento 16.

Determine o diametro da superficie esférica x* +y? + 22 + 2x — 2y = 0 que é perpendi-
cular ao plano x-y - 2 = 0.
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1.2 Plano tangente
Seja S uma superficie esférica de centro C e
raio r. Se m é um plano tangente a S no ponto
T € S (ponto de tangéncia), entdo m N S se reduz v
a um unico ponto, precisamente o ponto T. Além
disso, o segmenta CT ¢ perpendicular a m, e por

isso mesmo, d(C, m) =r. Cada um desses trés fatos, ﬂ
NS ={T} @)
CTLn, TES C))
d(C,m =1 &)
caracteriza a tangénciade m e S.
EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Ache uma equagdo geral do plano =, tangente 4 superficie esférica

S:x*+y*+z* —2x—1 =0 peloponto T = (1,-1,1).

Resolucao
Observe inicialmente que T € S, sendo portanto o ponto de tangéncia. Sabemos que
Pr—
C = (1,0, 0) é o centro de S. Logo, por (8), temos que CT =(0, —1, 1) é um vetor
normala 7. Dai, n:—y+z+d = 0.
Como T € m, temos —(-1) + 1 + d=0 donde d =-2. Assimm: ~y+z — 2= Q.
2. Escreva uma equagdo geral do plano m, que contém a reta
xtyt+tz =20

2x—6y+3z—-49 = 0

¢ é tangente & superficie esférica S de centro na origem e raio 7.
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Resolucao

m pertence ao feixe de planos
por s, logo

mia(x+y+2)+f(2x—6y+32—-49) = 0 (@ +f # 0)
ou seja,
T :(a+’26)x + (a—6fy + (a+3P)z—-498 =0 )

Entdo, impondo que d(C,n) = r, onde C = (0,0,0) e r = 7, obtemos

| — 4981 -,
Vi@+20)? + (@—6p)° + (at3p)F

Quadrando e simplificando, vem 3a® — 2af = 0, donde a(3a — 28) = 0, e portanto

a=0 ou a= % 8.
Substituindo em (y) obtemos duas solu;es: :
m:2x—6y+3z—-49 = 0 € m:8x—16y+11z—147 = 0
Obtenha equagdes gerais dos planos {angentes i superficie esférica
S:x*+y* +22 +2x+2y—1=0

que sdo paralelos ao plano 7, : x-y-2z-2=0,

Resolugio
Chamemos m ao plano procurado. Entdo,

nf/fm, > w:x—y—-2z+d = 0.
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Sendo C=(-1,-1,0) ocentrodeS e r= V3 o seu raio, obtemos de (9):

|]-1+1—-2. 0+d|
V6

V3

ou|d|=+18,donde d = £4/1
As respostas s3o, pois

Xx—y—-2z++18 =0 e X—y-2z—+v18 = 0.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Ache uma equagio geral do plano tangente a S no ponto T, nos casos:

- 1 1 1 R R N ) .
a)T—(—3,3,—3) S:x*+y*+2z" —2x-1=0
b)T = (0,495, 0) S:x*+y*+z22 —2x—4z2-95 =
Ache os planos tangentes & superficie esférica (x — 1) + (y — 2)2 +z? = 1 que sdo

paralelos ao plano 2x+y —z = 0.

Ache os planos tangentes & superficie esférica x® + y> + z> = 1 que contém a reta
xt+y+z =20

X—-y—z—-2=20
|

Uma corda PQ da superficie esférica S:x? +y? + 22 —4x+2y —8z+ 10 = 0 estd contida

=2z -1
na reta Determine os planos tangente em Pe Q.
y=1-z

Prove que se uma superficie esférica de centro C = (a, b, ¢) é tangente aos trés planos
coordenados, entdo |al = |b| =|c]|.

Mostre que o plano tangente a S :x* + y* +z> = 1> no ponto P, = (x;,¥1,2) € S
tem.equagdo X, x+y,y+z,Z = °.
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10.

11.

12,

13.

14.

Dé equagBes gerais dos planos tangentes A superficie esférica (x— 1)* +y* + 22 = 6, per-
x-—1
2

pendiculares a reta =y=z—1.

Obtenha equagdes gerais dos planos que contém a reta t e s3o tangentes a superficie esférica
S nos casos:

X+6=y+3=z+l. '

at:
S:xX+y* +22 —4x+2y—4z+4 =0

bt:X =(4,1,1) + X(4,3,1)
S:x*+y* +2 —2x+6y+2z+8 = 0

Interprete os resultados.

Ache uma equagdo da superficie esférica de centro C = (3, 2, —2), tangente ao plano
x+3y—-2z+1 =0,

Dé uma equagdo da superficie esférica tangente aos trés planos coordenados, situada no
19 octante, com centro no plano 3x+2y —z—8 = 0.

Dé uma equagdo da superficie esférica tangente aos planos
m (X = 2z+8 e 172:2x—z+5=0}

cujo centro pertenceareta x+2 =y = 0,

Dé uma equagdo da superficie esférica inscrita no tetraedro determinado pelos planos:
Ty :5x—2y+14z+ 11 =0, mp 1 1lx —2y+10z+14 = 0
my:x+2y+22+7 =0 Mg :X—2y+2z47 =0

Dé uma equagdo da superficie esférica circunscrita ao tetraedro do exercicio anterior.

D& uma equagdo da superficie esférica que passa pelo ponto A = (-1, 6, —-3) e tangencia
o plano 4x+4y+72-96 =0 no ponto T =(7, 3, 8).
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Dé uma equagdo da superficie esférica tangente aos planos x = 0 ¢ 3x+y+z—-2= 0,
sendo T = (0,2, —1) um dos pontos de tangéncia.

kdem, sendo os planos 6x ~ 3y —2z—-35=0e 6x—3y—22+63=0eT= (5,—1,—1).

Calcule o raio de uma superficie esférica tangente aos trés planos coordenados, que passa
pelo ponto (1, —1,2).

2=

Calcule a para que o plano x +y + z = a seja tangente a X +y* +z 12, e determine

o ponto de tangéncia.

Dé uma condigdo sobre a, b, c, d para que o plano ax + by + cz+d = O seja tangente
a superficie esférica x* +y* +z* = %,

Calcule 0 maximo e o minimo valores atingidos pela expressio x — 2y + z sobre a super-
ficie x*+y?+z* = 6.

Dé uma equagdo da superficie esférica de centro (6, 3, —4), tangente ao eixo Ox.(uma
reta t, tangente a uma superficie esférica S, satisfaz condi¢des andlogas a (7), (8), e (9),
com t em lugar de ).

Obtenha a equagdo reduzida da superficie esférica S; concéntrica com S e tangente 3
reta t. Dados: \
x—-ytz=20
t: e S, :x*+y*+2z> -6y —8z+16 = 0.
2x—y—2z=3

Obtenha a equagdo geral da superficie esférica com centro na reta PQ, que tangencia os
eixos Ox e Oy, sendo que as trés coordenadas do centro s3o negativas. Dados: P= (1, 3, —1)
e Q= (-1,0,-2).

Obtenha equagdes gerais dos planos que passam pelos pontos P= (1, 1,-1) e Q= (1,2, 1
e tangenciam a superficie esférica x* +y> +22 —4x —2y —4z+8 = 0.

Plano secante. Equacdes de uma circunferéncia

Seja S uma superficie esférica de centro C e raio r. Um planon € secante a S se e

somente se d (C, m) <r. Nesse caso, aintersegdo S N 7 € uma circunferéncia& contida no plano
-. que pode ser dada pelo sistema de equages
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o & - P_ ~p~ A
/ \
an, r \
_ -~ P ==
’ JJ ~
C
S

x+y*+z22 +ax+by+cz+d = 0
&:
mx+ny+pz+q =0

Para se determinar o centro P e oraio p da circunferéncia &, basta observar que P é a
projegdo ortogonal de C sobre 7 e que (veja na figura o tridngulo retingulo CPA)

? = p? +d(C,m)? ou 2 = p? +d(P, C)?
Observagao
Dada uma circunferéncia &, contida em um
plano =, existe uma infinidade de superficies esféricas

que interceptam 7 em &. A “menor” delas (isto &,
a de menor raio) tem o mesmo centro € 0 mesmo raio

que &, sendo & seu equador.

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Ache o centro P ero raio p da circunferéncia
xF+y?+22 43x—y =0

2x—y—-2z—-1=0
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Resolucio

Achamos inicialmente o centro C e o raio r da superficie esférica

P 4yi 4z 43x—y = PR R 5 = /9.1
S:x*+y*+2* +3x—y = 0, obtendo C= ( 2,2,0)er T+4

f
~|_
lo

Como vimos, P é a proje¢do ortogonal de C sobre o plano 7 : 2x—y —2z—-1= 0

® reta por C, perpendiculara = :

x=—%+2)\
) y = %——7\
z=0 -2

e interse¢do de s com m:

3

22+ MW = (3N -2A-M-1=0 =r=—

logo, P = (= —é- 0, —1).

Quanto a p: sendo p? +d (P, C)* = r*, temos

2 10 L 10 9 _ 1 =1
(Ut +D 5 donde p =

Obtenha equagdes da circunferéncia &, de centro P = (1, 1, — 2) e que passa pelos
pontos Q = (2,3,0) ¢ R =(-1,-1,-1).
Resolugio

Devemos obter equagdes de m edeS. m & certamente o plano que passa por P,Q eR;
— e
sendo PQ = (1, 2,2) e PR =(-2,-2, 1), temos
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donde 7:6x-5y+2z+3=0.

quanto a S, escolhamos aquela que tem mesmo centro e mesmo raio que & (veja a
observagio anterior): r= d(P,Q) = 3, C=P = (1,1, -2). Logo,

S:(x-1D*+(y=1*+(@z+2? =9
ou seja,
S:x2+y*+z2 —2x-2y+4z-3 =0
e finalmente
x*+y?+22 -2x-2y+4z-3=0

6xr Sy+2z+3 =0

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Ache o centro e o raio da circunferéncia interse¢do do plano 2x — 2y —z +9 = 0 com
a superficie esférica x> +y> +2 -6x+4y-2z-86=0 Voo
C ' )

2. Obtenha equagbes da circunferéncia que tem didmetro AB e passa por C, sendo dados

A=(3 -2.5), B=(—1,6-3) C=(1 -4 1).

3. Obtenha equagdes da circunferéncia que passa pelos pontos A= (3,~1,-2), B = (1.1,-2)
e C=(-1,3,0).
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O plano 3x +2y + 6z = 6 intercepta os eixos coordenados nos pontos A, B, e C. Obtenha
equacdes da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC.

Dados A = (3, -1, =2) ¢ B = (1, 1, —2), obtenha equag¢Bes do lugar geométrico dos
pontos X tais que o tridgngulo ABX seja equildtero. Interprete geometricamente.

Obtenha equag¢Bes da circunferéncia de centro (1, —1, —2), que determina sobre a reta

2x ~y+22-12=0
uma corda de comprimento 8.
4x — Ty —z+ 6 =0

Dé equagdes gerais dos planos paralelos ao plano x -2y -z = 0, que interceptam a super-
ficie esférica S : x* + y? +2z* + X + 2y — 2z = 0, segundo circunferéncias de raio
V32
Um hex agono regular inscrito na circunferéncia

x2+y?+ 22 +2x+2y+22-3 =0

xtytz=1
tem um vértice nareta X =(-1, 1, 1/3)+ A(2, -1, 1). Determine seus seis vértices.

Verifique se as superficies esféricas

Sy i x+yi+z —2x—2y—2z+2

It
o

Sy :x+y?+22 +2x+2y+2z—4

n
o

sao secantes. Em caso afirmativo, ache o centro e o raio da circunferéncia S, N S, (observe
que subtraindo as equagdes de S; e S, obtém-se uma equagdo do plano que contém
S; N S, por qué?).

Ache X real tal que as superficies esféricas S, e S, sejam tangentes:

S i(x=1)P2+(y-32+z2* = 1,

Sy :x* +y? +22 —2x+4Ay+4rz = 0.
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11.

12.

13.

§2

Sejam S; : x> +y? +22 =9 e S, :x* +y? +7° —6x — 12y + 122+ 72 = 0. Dé as
equagBes reduzidas das superficies esféricas tangentes a S, e a S;, com centro colinear
com os centrosde S, eS;.

Dé uma equagdo da superficie esférica tangente ao plano z= 0 nc ponto (1, -2, 0), que
tangencia externamente a superficie esférica x* + y*> + 2z —6x — 58y — 2z + 1 = 0.

Obtenha as equagBes gerais das superficies esféricas com centro (1, 0, 1) que tangenciam
interiormente a superficie esférica S: x* +y* +2z> —2x+y —~10 = 0.

Generalidades sobre curvas e superficies

Nesta se¢do vamos falar levemente sobre curvas e superficies. E importante ressaltar que .

o enfoque vai ser essencialmente intuitivo e ndo-rigoroso, uma vez que o habitat natural para

esses conceitos é o da Geometria Diferencial, cujos recursos ndo estdo 2 nossa disposi¢do no

momento,

A idéia de superficie é a de algo bidimensional que se pode imaginar, por exemplo, tomando

um pedago de uma placa de borracha bem fina, e deformando esse pedago sem rompé-lo,
mantendo a bidimensionalidade. Por exemplo, um plano é uma superficie. Observe uma sua

equagdo:

ax+by+cz+d = 0 @+b2+c2# 0)
Uma superficie esférica é uma superficie; sua equagdo tem a forma

x*+y* +z2 +axtby+cz+d = 0.

As duas equagBes anteriores s3o casos particulares de

f(x,y,2) = 0 (10)

Vamos definir uma superficie S como sendo um subconjunto de E? tal que (fixado

um sistema de coordenadas) P = (x, y, z) pertence a ela se ¢ somente se suas coordenadas

satisfazem uma equagdo da forma (10), que serd uma equagdo de S. E claro que a definigdo

¢ defeituosa, pois vimos que uma equa¢do como (10) pode representar um ponto, ou o vazio
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Por outro lado, uma curva € algo unidimensional, como a trajetéria de um movimento
de um ponto. e pode ser concebida como a interse¢do de duas superficies:

f(x,y,z) = 0
C: ay
g(x,y,2 = 0

/5

Por exemplo, uma circunferéncia no espago pode ser dada como intersegio de uma super-
ficie esférica com um plano:

ou de duas superficies esféricas:

xX*+y?+22 -22=0

xX+yt+z? =1
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Mesmo uma reta (que é uma curva!), como sabemos,
pode ser dada como intersegdo de dois planos

x —2y+z=20

w—y+1=0

-Observacdo

Existem outras maneiras de representar curvas e superficies (sob forma paramétrica. por
exemplo) as quais nfo vamos considerar aqui.

§3  Superficie cilindrica

Um subconjunto S de E3 se diz uma superficie
cilindrica se existir uma curva C e uma reta A tais
que S é a reunifo das retas paralelas a A e que
passam por algum ponto de C. C é chamada diretriz
de S e as retas citadas, paralelas a A, sfo chamadas

geratrizes de S. Fixado um sistema de coordenadas,
vamos supor:

]
o

f(x,y,2)
e  Cdada por (12)

g(x,y,z2) =0
- -
® v=(mn,p)F 0 um vetor diretor de A.

Entdo, PE S se ¢ somente existem Q€ C e AE R tais que

— -
PQ =Av
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Escrevendo
¢ P=1X,Y,2)

Q=(xy,2) '
P=(XY,Z) sl (a

: m=iagdo anterior fica (‘ ‘“Q- (x,y,2)
x-X,y-Y,z—2) = A(m,n, p) e

e dai
x =X+
v =Y+ (13)
z=12Z+X\p

Ora, como Q € C se e somente se X, y, z verificam (12), obtemos, substituindo (13)
em (12):

£(X+Am, Y+An,Z+Ap=0

(14
g(X+Am, Y+An,Z+Ap=0
Se pudermos eliminar A dessas duas equagdes, chegaremos a uma relagdo do tipo
F(X,Y,Z) = 0 (15)

Fuz. 2 for equivalente a ( 14)('), definird a superficie cilindrica como uma superficie, que terd

« 15 por equagdo.

(*) Quer dizer, X, Y, Z satisfazem (15) <= existem A, m, n, p tais que (14) se verifica.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

Ache uma equagio da superficie cilindrica de diretriz

x*+y*+22 = 4

C:
z=20
X = A
cujas geratrizes sdo paralelas a reta A: y = At1
z=2X

Resolucdo

Temos, usando a notagdo vista, 7 = (m,n,p)=(1,1,2)

x = X+2A
AsrelacBes (13) ficam§ v = Y+ 2
z=27Z+2)

Devemos substituir nas equag¢des de C, as quais sdo equivalentes a

X 4y? = 4
C:
z=0
logo,
(X+N2+(Y+2)? = 4
Z+2x =0
Da 22 equagdo vem A= — %, que levado na 12 equagdo fornece

(X —29 + (Y —2) = 4,

que € a equagdo procurada.

315
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Sugerimos a vocé que faga uma figura representando a superficie.

2 - Vs - - >
Adhe uma equag@o da superficie cilindrica de geratrizes paralelas ao vetor v =(2, -1, 1)
e circunscrita a superficie esférica x? +y? + 22 = 1.

Resolucdo

Pode-se obter uma diretriz achando a interse¢do da superficie esférica com um plano 7
pelo centro da mesma e perpendicular a v. Em
seguida procede-se como no exercicio anterior.
Vamos optar, no entanto, por uma segunda reso-
lugdo. Seja Q = (x, y, z). Escrevamos a equagdo
de uma reta qualquer paralela a 7, passando por
P=(X,Y,Z):

x = X+2A
y=Y-2
z=27Z+A

Vamos agora obrigar Q a pertencer a superficie esférica. Substituindo x, y, z dados
acima na equagio desta superficie, vird

(X+20)* +(Y =N +(Z+N)? = 1 P=(X,Y,2)

ou seja,
,2)

pA

Para cada ponto P = (X, Y, Z) esta equagdo em A terd nenhuma, uma anica, ou duas

6N + 202X —-Y+Z2)+ X +Y2+Z2 _1 =0

raizes reais. Terd uma tnica se e somente se P estd na superficie cilindrica procurada, logo
se e somente se seu discriminante for nulo:

[2QX-Y+Z)? -46.[X*+Y*+2Z2 1] =0
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isto €
2X-Y+Z) -6(X*+Y*+Z* -1) = O,

que ¢ a equagdo procurada.

Observagiio

A figura abaixo ilustra o que foi feito:

/o & F

- -
No caso (a), ndo existe A que “estique” v de modo que P + Av fure a superficie
esférica. No caso (b) existem dois valores. No caso (¢) existe um tinico!

3. Verifique que uma relagdo do tipo F(X, Y) = 0 ¢ equag¢do de uma superficie cilindrica
S de diretriz

F(x,y) = 0
z=0

€ geratrizes paralelas a Oz. Represente no plano Oxy os pontos (x, y, o) tais que F (x, y) =
0 e trace as retas que passam por eles e sao paralelas a Oz. A superficie S € a reunido dessas
retas.

Resolugio

a . , g ’
Se vocé seguir o método exposto no Exercicio 1, com v=(0,0,1), obterd F(X.Y)=0
para equagdo da superficie cilindrica. Faga como exercicio. Preferimos aqui argumentar de uma
outra maneira, mais intuitiva.
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X \{F(x,v)=0

z=0

Suponha P = (X, Y, Z) sobre a superficie
cilindrica S tendo C por diretriz e de geratrizes
paralelas a Oz. Entdo, por construgdo, a proje¢3o
Q = (X, Y, 0) de P sobre Oxy na diregdo de Oz,

F(X, Y)= 0

P=(xv,2)

cai sobre C, logo satisfaz ¢ Q=(XY,0)

Z=290

e daf F(X, Y) = 0. Reciprocamente, se P = (X, Y, Z) ¢ talque F(X, Y)= 0, isso indica
que P se projeta (paralelamente a Oz) no plano Oxy num poato de C, logo, por construgio
de S,P€ S.

Por exemplo, X* + Y2 = 1 ¢ a equago de uma superficie cilindrica, mostrada na figura
abaixo:

gt

Circunferéncia de
raio 1
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1.

§4

EXERCICIOS PROPOSTOS

Ache uma equac¢@o da superficie cilindrica de diretriz

= 1+ A
x*+y? =z
¢ jas geratri alel A )
cujas geratrizes sio paralelas a reta 4y = 20
X—y+z =0 jas g p )
z = 3~

Idem para C:

Idem para C:

Idem para C: A (m,n€ R)

Xy = z
Idem para C: A: x=y=2z
Ache uma equagdo da superficie cilindrica de geratrizes paralelas a V= (3, -2, 1) ecir

cunscrita & superficie esférica de centro (1, —2, 2) e raio v/3.

Superficie conica

. 3 . .. a s . .
Um subconjunto S de E” se diz uma superficie cénica se existir uma curva C ¢ um ponto
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V & C tais que S é a reunido das retas VQ, onde Q

v i percorre C. C se chama diretriz de S, V vértice
de S, cada reta VQ uma geratriz de S. Fixado um
sistema de coordenadas, suponhamos C dada por

f(x,y,2) = 0
g(x,y,2) = 0
° V = (a,b,c) an

Entdio P=(X,Y,Z) estaem S se e somente se existe Q = (x,y, z) pertencente aCe A E R
tais que

V—)‘ —>(*)
V={a,b,c) Q =AVP
ou seja
—
Q= V+AVP
de onde resulta
Q={x,y,z) SariX-a

y = b+A(Y —b)
P=(X,Y,2) (18)
z=c+tX(Z~-¢)

Como Q € C 'se e somente se X, y, z verificam (16), vem, levando (18) a (16):

fata(X—a), b+A(Y-=Db), c+tA(Z—-¢c) =0
. (19)
g(a+A(X—2), B+ A (Y—b),c+A(Z—c) = 0
'Se pudermos eliminar A, obteremos tma relagdo entre X,Y,Z:
F(X,Y,Z2) =0 (20)
que, se for equivalente a (19), define S como uma superficie, sendo (20) uma sua equagdo.
(*) Escrevendo assim, excluimos V, isto €, P = V. Deveriamos dizer: P # V estd em S se e somente

se etc...
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EXERCICIO RESOLVIDO

Ache uma equagdo da superficie conica de vértice V = (1, -1.3) que tem por diretriz a

circunferéncia
x? + y2 =1
C:
z=0
Resolugao
As relagBes (18) ficam
Xx=1+A(X-1)
y=-1+a(¥Y+1])
z=3+X(Z-3)

Substituindo nas equagdes que definem C, vem

[T+AX =D + [-1+A(Y+ D] =1
3+A(Z-3)=0
Da 22 equagdo resulta

A= — 3 Z+3)

Levando na 18 equagdo:

3 3 2 -
X-DP + [~ —ﬁ(Y+l)] 1

-5

Z-3

ou seja,

(Z-3X)? +(Z+3Y) —(Z-3*=0
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Observacgdo

Esta equagdo foi achada excluindo-se o vértice (Z # 3), mas é ficil verque V= (1, -1, 3)

a satisfaz
EXERCICIOS PROPOSTOS
i. Ache uma equagdo da superficie conica de vértice (0, 0, 0) cuja diretriz é a parabola
x2-2z+1=0
p:
y—z+1=0

2. ldem para V = (0,0, 1), a diretriz sendo a circunferéncia
X2+y*—x=0

z=20

()

Idem para V= (0, 0, 0), adiretriz sendo a hipérbole

xz =1
h:
y =1
4. Ache uma equagdo da superficie conica tendo a origem como vértice, e circunscrita

superficie esférica
xX*+y*+22 —3x-y+2 =0

Sogestaio Use o truquede A = 0, utilizado no Exercicio Resolvido 2 do §3.

5. Ache uma equagdo da superficie cdnica circular reta de vértice V = (1, 1, 1), sabendo
que as geratrizes formam dngulo medindo 60° com o eixo, que € a reta

X= 1+A
r: v=1+2X

=1-X
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Sugestdo  Uma resolugio elegante é escrever
PE S |V_va M EIVB R I v i cos 60°

- - . :
onde v # 0 ¢é um vetor diretor de r. Procure resolver também *“‘pelas vias normais”,

§5  Superficie de rotagdo

Um subconjunto S de E* é uma superficie de rotagdo se existem uma reta r e uma curva C
tais que S é a reunido das circunferéncias centradas emr,
cujos planos sfo normais a r, ¢ que passam por algum
ponto de C. Em outras palavras, S ¢ obtida pela rotagdo
de C emtornode r.

L r se diz eixo de rotagdo de S.

° Cada uma das circunferéncias acima referidas se

diz um paralelo de S.

° A interse¢do de S com um semiplano de origem r
se diz um meridiano de S.

Fixado um sistema ortogonal de coordenadas, suponhamos C dada por

f(x,y,2)= 0
C:
g(x,y,2) =0
g -
Sejam v = (m,n,p) # O um vetor diretor de r,

Py = (X0, Yo, Zo) um ponto de r, ¢ P= (X, Y, Z).
Entio P € S se e somente se

L] existe um paralelo

®  que intercepta C, digamosem Q= (x,y,z) s / = (Xo o, Zo)
= (m,n, p) e

® quepassapor P=(X,Y,Z).
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Ora, um paralelo pode ser dado como interse¢do de um plano 7 L r com uma superficie
esférica de centrto em P, (veja a figura). Entdo, P = (X, Y,Z) € S se e somente se existem
Au.x.v.z€ R, u > 0, tais que:

mx+ny +pz=2A

(21)
(x—%0)* +(y —yo)* +(z —20)* =4
f(x,y,2) = 0

(22
g(x,y,2)= 0
mX +nY +pZ=2A

(23

(X =%0)* +(Y — yo)* +(Z—z0)* =?

Vamos supor que de (21) e (22) se possam eliminar x, y, z, obtendo-se uma equagdo
equivalente

¢, u) =0 (24)

De (23) e (24) resulta

¢ (X +nY +pZ /(X = x0)* +(Y — yo)? +(Z — 20)*) =0 (25)
Entao
P= (X,Y,Z) pertencea S <= (25) se verifica.

Logo123) é uma equagdo de S.

Observagio

Se X e u > 0 forem quaisquer, (21) nos dara todas as circunferéncias do espago centradas
em I ¢ jazendo em planos ortogonais a r. A relagdo (24) restringe A e u de modo a que tenha-
mos somente aquelas que passam por algum ponto de C.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

Ache uma equagdo da superficie de rotagdo gerada pela curva

x2 +y2 =1
C:
x+z =20
em torno da reta
X = «
r y = a
Z.=a

Resolugdo

Escolhamos P, =(0,0,0) der, e v = (1, 1, 1), vetor diretor de r. Entdo (21) e (22)

ficam

xty+tz=2RA (@)
X2 +y? +2? =t ®)
Xty =1 ™)
xtz =20 ®)

O sistema ¢ equivalente a (relacionando () com () e (&) com (8)):

y= A (a)
2=t )
T X2 +yt=1 )
X+ z‘ =0 (81)
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Relacionando (a') com (7') vemos que este sistema € equivalente a

y= A
2= ut—1
£
22 +A =1 ur+Nr-2=0
N e
xtz =10 o (A, 1)

A equagdo procurada sera obtida substituindo nessa relagdo A e u dados por
X+Y+Z = A
X2 +Y2+7? = L2

Resulta
X2+Y 4722+ (X+Y+Z)P? —2=0

.; ~ Ache uma equac¢do da superficie gerada pela rota¢do da curva

f(x,z) =0

C: em torno do eixo Oz.
y=20

Resolugio

Tomemos P, =(0.0.0). v =(0.0. 1). Entdo(21) e (22) ficam
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de onde resulta f(x+/u? — A%, X) =0. A equagdo (23) se escreve

gFre -
Z =) R CA
apuIoTe
x2 + Y2 + Z2 = ”2
logo, substituindo na relag@o anterior, vem que
fEVX*+Y%,2)=0
Observacio
Temos assim a seguinte regra:
f(x,2) = 0
sendo C dada por para obter uma equagio da superficie gerada pela rota-
y=0

¢3o de C em torno de Oz, substitua x por v/ X* +Y? ezporZ em f(x,z)= 0. Por
exemplo, se

ent3o uma equagdo serd

Z= (t /x2 +Y2 )2

ou seja,

Z=X*+Y?

Enuncie o resultado andlogo para rotagdo, em torno dos eixos Ox e Oy, de curvas
contidas nos outros dois planos coordenados.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

! Ache uma equa¢do da superficie de rotagdo gerada pela rotagdo da curva C em torno

Zareta r, sendo

2. Idem, C sendoareta x-y=2z=0.

3 Ache uma equag¢do da superficie de rotagdo gerada pela rotagdo, em torno do eixo Oz, da

curva C, sendo esta dada por

322 +3x=1 x2+z2% =
a) b)
y=20 y =0

(x=1D*+(z-2?% =1

<)
y=20

4. Idem, girando em torno do eixo Ox.
3 Obtenha uma equagdo da superficie gerada pela pardbola
z=y* —1
C: quando gira em torno de Oy.
x=20
6. Idem para
e . _\,2 _
a’ h?

em torno de Oy e Oz.
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7.  Obtenha uma equagdo da superficie gerada pela rotagio. em torno de Oz, da curva

X =«
Ciidy=¢ (@€ R)
z=q

8.  Obtenha uma equagio da superficie definida como reunido das retas que se apoiam no
eixo Ox e na circunferéncia

mantendo-se paralelas ao plano Oyz (esta ndo €é uma superficie cilindrica, nem conica, e
tampouco de rotagdo; no entanto vocé pode adaptar as técnicas que aprendeu nesses €asos

para resolver o exercicio).

§6  Quadricas (forma reduzida)

Chama-se quddrica ao conjunto dos pontos P= (x,y,z) € E? tais que

ax’ +by? +cz? +dxy texz+fyz+gx+hy +iz +j=0 ondea. b, ..., j, sd0
numeros reais, a, b, ¢, d, e, f ndo simultaneamente nulos.

Nio faremos o estudo das quidricas em geral, limitando-nos a casos especiais da
equacgdo acima.

(A) Elipsoide

Um subconjunto S de E* é um elipsoide se existe um sistema ortogonal de coordenadas
e nameros a, b, ¢, positivos, tais que

2 2 2
X v Z
_1}

—_— ——=

a b2 c?

S={P=(x,y,2)|
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E pois uma superficie. tendo

X+ +22=1 (26)

~or equagdo.
Valem as propriedades:

1. S é um conjunto simétrico em relagdo aos planos coordenados, aos eixos coordenados,
e a origem (do sistema referido). Basta observar que o 19 membro de (26) ndo se altera se subs-

tuirmos x por —x, y por —y, ou zZ por —z.

2. Ainterse¢dode S com um plano z= k é dada por

2 + y2 2 _ x2 2 _ k2
) b2 T2 T 1 ) 7 P2 =1 -2
ou seja a
z=Kk z =k
2
logo é ndo vaziasee somentese 1 — —5 = 0, istoé, —c< k < ¢. Se k= *c, ainter

C

se¢do se reduz a um ponto, que é (0, 0,c) se k = ¢ e (0,0, <) se k = —. Se —c< k < ¢,

1 interse¢do é a elipse

+
1

z=k
cyjos encs Zecrescem se | k| cresce. Em particular, se z =0 (plano Oxy) a elipse ¢ dada
por

L

ab b-
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Fazendo interse¢des com os planos y = 0, e x = 0, chega-se a conclusGes semelhantes.

Estas consideragdes nos permitem esbogar um desenho de S.

(B) Hiperboléide de uma folha

Um subconjunto S de E® é um hiperboloide de uma folha se existe um sistemna

ortogonal de coordenadas ¢ nlimeros a, b, ¢, positivos, tais que

2 2

S={P=(xy,0 12+ -E= 1),

b2

E pois uma superficie, de equagao

2 2
Y z_ _
+
32 b2 ]

Valem as propricdades

(27

1. S ¢ um conjunto simétrico em relagdo aos planos coordenados, aos eixos coordenados, e 4
origem. Basta observar que o 19 membro de (27) ndo se altera se substituirmos x por —Xx,

y por —y ou z por —z.
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2. Ainterse¢@o de S com um plano z = k € dada por

2 2 2 2 2 2
X z X - k
PRI et it
ou seja
z =k z =k

Logo, é uma elipse no plano z = k,
2 2
X
,k2 + Y k2 =1
a2(1+?) b2(1+?—)

z=k

cujos semi-eixos crescem se |k | cresce. Em particular, se z = 0 (plano Oxy), a elipse

¢ dada por
2 2
X LY -
a? * b2 !
z=0

X2y 2 X2z K
a? " b? c? . a? — ¢? ~ b?
ou seja

y =k y = k

Entdo,

k
® 2 lFl < 1, isto é, —=b < k < b, a interse¢do ¢ uma hipérbole contida no plano
+ = k. com segmento focal paralelo a Ox.

o s > 1. stoé. k > b ou k < -b. aintersegdo é uma hipérbole contida no

vr[r

plano » = k. com segmento focal paralelo a Oz.

k . . ; :
® sc I-b-l = 1. 1sto ¢. w Kk = % b, a interse¢do ¢ um par de retas concorrentes, cujas

equagoes sdo
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cx—az=0 cx+az=0

e quando k=b, e
y=b y=b
cx—az=0 cxtaz=0

e ' quando k = -b.
y=-b y=-b

x? 22_1
I

y=0

Consideragdes semelhantes sdo obtidas cortando-se S com planos de equagBes da
forma x = k. Estas consideragdes nos permitem esbogar um desenho de S: '
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Observacgo
As equacdes
§_§+z_;=l (27a)
[
-l‘a; +-%;— +§—;=l (27)

representam também hiperboldides de uma folha. Para ver isso, basta fazer (por exemplo)
a rotagio x = X,y = Z,z=-Y no caso da equagao (27a) e a rotagio x = Z, y= Y,
= —X no caso da equagdo (27b). As figuras seguintes esclarecem bem:
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(C) Hiperboléide de duas folhas
Um subconjunto S de E3 ¢ um hiperboloide de duas folhas se existe um sistema ortogonal

de coordenadas e niimeros a, b, ¢, positivos tais que

L >]

e Z oy

S= {P=(X,y,2)| - a2 b2 c2

E pois uma superficie, tendo por equagio

2
Y
—3 =1 (2%)

C

X
-+

~
o
[S1E S 1

Valem as propriedades:

1. S é um conjunto simétrico em relagdo aos planos coordenados, eixos coordenados, e
em relagdo 4 origem (por qué?)

A interse¢do de S com um plano z =k € dada por

2.
2 2 2 2 2 k2
X z° X Yo o_
— T ! B L
ou seja
z =k

logo ¢ uma hipérbole no plano z =k, com segmento focal paralelo a Oy.

2

B SE S
B k2 kK2
2 X 201 4+ 2
3(1+C2) b* (1 CZ)

z =k

Considerag¢des andlogas se podem fazer considerando planos dados por x = k.

A interse¢do de S com um plano y = k € dada por

x? ' 2 k? |
Xop L=
2T 2T

3

2 2 ,2
X VA
—_— + [N g— .

a2 pr ~ 2 ‘
ou seja

<
I}
-
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e € ndo vazia se e somente se I:—I =
® se k =tb, ainterse¢do se reduz ao ponto (0, k, 0);

L se k >b ou k<-b, aintersecdo € a elipse de equagdes

2

2

1, isto é, se e somente se kb ou k < -b. Entdo

X
2
2

(k

y =k

cujos semi-eixos crescem quando |k | cresce.

As consideragBes feitas nos permitem esbogar um desenho de S.

Observacao

As equagdes

-1 c2(

z
+ K2
b2

*Z

_1)

(28a)

(28b)
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também representam hiperbol6ides de duas folhas. Para ver isso, basta fazer, no caso de (28a), a

rotagio x =Y, y= Z, z = X (por exemplo), e no caso de (28b), a rotagio x =Z, y = X,

z= Y (por exemplo). Veja as figuras seguintes.

(D) Parabolbide elfptico

Um subconjunto S de E3 ¢ um paraboldide eliptico se existe um sistema ortogonal de

coordenadas e nimeros a, b, positivos, tais que

2 2
S={P=(y,dlz=25+17}
E uma superficie de equagio
2 2
53 ®
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Deixamos para vocé verificar que S é simétrico em relagdo aos planos Oxz e Oyz, e que as
intersegBes de S com planos z =k s¥0 ou vazias ou constiturdas de apenas um ponto, ou elipses.
Ecomosplanos x = k e y = k sfo pardbolas.

Verifique também que as equagdes

2 2 2
X ={, + —:T (292) e y =2 + 2| (29b)

representam parabol6ides elfpticos e esboge seus desenhos.
(E) Paraboléide hiperbélico

Um subconjunto S de E3 ¢ um paraboldide hiperbolico se existe um sistema ortogonal
de coordenadas e niimeros a, b, positivos, tais que

2 2
s=P=(xy2)lz=-25 + 7]

E uma superficie de equagdo

2 2
X
Z=““"2’+_bL2

a (30)
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Valem as propriedades:
1. S é simétrico em relagdo aos planos Oxz e Ovz (por 3227

Z@intersegio de Scomum plano z = k §é

[ 5]

2
.-

~
i]
|
[N ’><
~

Entdo,
o se k= 0, ainterse¢do é um par de retas concorrentes na origem. de equagdes
bx —ay= 0 bx+ay= 0

z=0 z= 0

L4 se k > 0, a interse¢do ¢ uma hipérbole contida no plano z = k. com segmento focal

paralelo a Oy.

° se k < 0, a interse¢do ¢ uma hipérbole contida no plano z = k, com segmento focal

paralelo a Ox.

3. Ainterse¢do de S com um plano y = k € dada por

2 k2
a b2

que € uma pardbola com concavidade “para baixo”.

Em particular, se k = 0. (plano Oxz) temos

~N

_ X

7 = —
a2
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A interse¢do de S com um plano x =k fornece pardbolas de concavidade “para cima”.

Verifique isso.

Eis wm esbogo:

Geometria Analitica: um tratamento vetorial

Por isso S também é chamada sela (de cavalo).

Observagio

As equagDes

2 2 2

x* y x: z 2

zZ = - = - + X = - —

PO v & b T &
I Xz
y 2 e Y. 22 e

também representam selas. Verifique isso fazendo rotagGes convenientes.

1. Mostre que se dois dos nimeros a, b, ¢ sdo iguais, o elipséide (26) é uma superficie de rota-

EXERCICIOS PROPOSTOS

¢do. Especifique o eixo de rotagdo em cada caso.

2. Mostre que se a = b, o hiperboldide de uma folha (27) é uma superficie de rotagdo. Qual é o

eixo de rotagdo?
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Idem, para o hiperboloide de duas folhas (28b)

Idem, para o paraboldide eliptico (29).

A equagao (30) de um paraboldide hiperbolico S pode ser escrita na forma

X ¥y, . x_ ¥
2= (——+)(—+=
(a b)(a b)
a)  Mostre que dado ¢ #0, a reta
RS 2
a b
|
X,y _z
L a b c

rd:‘{

esta contida em S.

341

b) Prove que por cada ponto P de S de cotaz ¥ 0 passa uma Unica reta da forma r,e uma
tinica reta da forma ry. (No caso z = 0, jd vimos o que acontece; veja a Propriedade 2

parak=0.)

Observagio

Veja que a sela, isto é, o paraboldide hiperbélico, apesar de “torto™. ¢ formado por

retas. Uma superficie assim é chamada regrada.
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6.

10.

11
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Mostre que o hiperboldide de uma folha (27) também € uma superficie regrada, colocando a
equacio ma farma

(—+_) (—— = +—) (1 - )

Mostre que a superficie de equagdo z = xy € um parabol6ide hiperbolico, efetuando uma mu-
- -

- - = el + e2
danga de coordenadas de (O, e,, e2, e3) para(O', f,, f;, f3),sendo O' = O, f, =,
- - \Y 2

- €—-¢ o5 S
f, =——, f3 =e;. Fa¢a uma figura.

Va2

Obtenha uma equagdo do lugar geométrico dos pontos equidistantes do plano 7 :x=2 e do
ponto P= (-2, 0, 0). Reconheca esse lugar geométrico.

Obtenha uma equagdo do lugar geométrico dos pontos de E> que equidistam das retas
r: X=(0,0,0)+7(1,0,0) e s: X=(0,1,0)+A(0,0, 1). Descreva o lugar gecométrico.

Usando os métodos deste paragrafo, descreva a superficie de equagdo (z — 2)* = x* +y*. Fa-
¢a um esbogo.

Atengdo Esta quadrica ndo ¢ elipsdide nem paraboldide nem hiperboloide.

Obtenha equagdes das superficies esféricas de raio V 41, tangentes ao paraboloide eliptico
z=x*+3y? noponto T=(1,1,4).

Aten¢do Para resolver este exercicio vocé vai precisar do conceito de gradiente, dado no cur-
so de Cilculo Diferencial.



CAPITULO

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

2 ADICAO DE VETORES (pdg. 10)

e
/

PARTE 1

<4,
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CAPITULO 3 MULTIPLICACAO DE NUMERO REAL POR VETOR (pig. 15)

6. x o 33
X = ——U — =
8 4
_ —-_5—>+2—>
X—_’U 7V
- 1> 1>
=—u ——v
y=3 7

CAPITULO 4 SOMA DE PONTO COM VETOR (pég. 22)

— m — 1
1. CX = B +
1+m 1+m

—
Para CX, ver a resposta do Exercicio 1.

2
— 1 — —
AY = CB - CA
n+l
—> P — —>
BZ= —— CA - CB
]+p
— —>+ _é —
atb
— _A. b(Té —
ov - 2CA BB sy Y=C+CY
a. b -
onde a = ICBlle b = ICAIl
50X = < VCA+ (g B (B (sexefiniosioretos);seKéreto,E)—(>=EX;

- ~ ~ —_—
A+ 1 B s B éreto,CX = CB

—> — g
13.0X = (- miUOB+mOC

—_

AX

= 0A+(l - mOB+mOC
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14.

15.

17. G=0+—5(a+b +<)

3 - 1 —
21. X=A+— AB+ — A

22. a=—1

CAPITULO 6 BASE (pdg. 45)

1. a) (3,0,6) b)(-3,-3,-3) ¢) (8,4, -3)

2. Nio.

— - —
3. t=u+2v+w
4. Nio

- -
5. u ndo é combinagdo linear de v e w qualquer que seja m real. Param =0 e param = 3 temos

(u,v, w) LD.

6. agLl b)L! ¢ L1 d)LD

e) L1 ) LD g LD h)LI
7. Nao.
8 a*1l b0l ¢) Nio existe d) 0;2

)

1.2 V3 V2 o5 4Vl

I
10..b) (~ 1, =,

|\;|._
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CAPITULO =~ MUDANCA DE BASE (pig. 47)

vl -3 11 b) 1 3 4
1 -2 2 0 0 -3
1 1 0 -1 0 o
- - - > > - - -
2. v=12¢, ~-8e, —3e3;v=—5¢e +3¢e;,+4¢e;
> 1> > 1
3 W=71+2—ﬁ?3
B N
3 1
_— — 0
2 2
4. DeFparaE: M= 0O (N De E para F: M~} =
1 V3
- — 0
- 2 2 -
1 1 1

DeEparaG: N=| 1 1 0

De F para G:
P=MN=

V3 V34 V3
2 2 2

1 0 0
V3 V3l -1

2 2 2

<

De G para F:
P“l = N—IM-—I .

)

l.)l*—' 19

=]

o Nlﬁ
Wl

—
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CAPITULO 8 ANGULO ENTRE VETORES. PRODUTO ESCALAR (pig. 57)

n n 1 ” 3T
1. a) 3 b) vy ¢) arc cos 3 d) 3 e) n
2. a) -9 b) -2 ¢) tVé6 d) ndo existe

4. (3,-3,-3) ou (-3, 3, 3); angulo agudo: (3, -3, -3).

5. (1,-1,-1)

6. (1,0,2) ou (-1,0,-2)

7 V2 V2 1 V2 V2 |
. ) ’ 2 ’ ou ( 2 > T 2 s T )
8. —12
9. 52
10. —3/2
]].—13/4‘
12. arc cos 4 )
Vv 26
3 6 1 3 Ve

3.e)— ——, —; ——, —, - —.

4 4 4 4" 4 4

5
14. 2) — (3, 1. b)—g—(—2_l,2) ¢) (0,0,0)
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- 3
IS. wy =(0. — . —
1

-1 1 1
Toe=5(1,2,2) €2=3(2,—2,1) }’3=3(2,1,_2)

-
- myv
30. x=-%_ +a +ub
vl
- >
-
¥=u — L—m—_;-+)\a+yb
v 112

- . -
(aeb ortogonais a v)

32.¢), d), e)
r 1 r
3 1 0 l' 1 1
- - 0 1 2
: 2 V2 V2
_ V3 0 )
T T ,| O 0 1 , — |2 -2
- 2 3
0 ; 1 —— T = 2 !
Jive v2oo o] i

-

_ - -
S b)u =1, V= (0,10 W= (=1,0,0), Iul=vZ =I5l

et
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—1
d M=

2
1
V2

-

] ] - ]

0 —1 0 —
N A

I . . }
—_— , N=|] o —
V2 2 N
1 _

0 1 0 0
£ J

&) HBE=(-1,1,1);= (0,V21)

3

7

36. 3 = (—= - —=.
Y VL

CAPITULO 9 ORIENTACAO DE V° (psg. 83)

1. Mesma orientagdo:

2. Mesma orientagdo:

a) e b). Orientagdo oposta: ¢).

a) e b). Orientagdo oposta: ¢).

6. a) FEA b) FEB

7. afy>0

CAPITULO 10 PRODUTO VETORIAL (pig. 96)

1. a) (~10, 2,-14)

b) (10,2, 14)

¢) (—13,-3,4)

d) (0,0, 0)

o

(10,2. 14)

(—10, -2.-14)

(13,3, -4)

(0.0,0)

349
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on
w
1}

_—
I_

. x = —.1.-1)

AB - AC
22—
Il AB i

9
‘v

.d=|AD s —Q—m————
1AB -

l
HE
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CAPITULO 11 DUPLO PRODUTO VETORIAL (pig 99

A
MEl .
o)
1. (1.=-2. 1) e ! 13 19) BXBLXOT
(1. -2, ( 7 - 7 7
- - - 4 — - -
N U Av mlull” ~ua~Avew
8. x = S + S o o . u
ffu i’ (u-w)llull”
9. X =(1.1.1
u
10. X =—
lul®
o :AV m
11. x =—= 2+ e
lu i liull
e
12. x = — Av
vl
- _bu’\v;
y =—= +(1—A)V
v ll
- - - -
N (uav) ~(nu—mv) N
13. x = ra— +A(u~v)
lu~vil
- -
i p—t-w
14. E a resposta do exercicio 13, com A\=5——=—=— ¢
UAy-w

- - - -
> (Uuav) a(nu —mv)

e ~vi?
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CAPITULO 12 PRODUTO MISTO (pdg. 106)

Gi
[
-
w

12 F a formula do exercicio 11.

[

L

- — e d -
b)) x = 2e; te, te;

2V V6 -2

e
i
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CAPITULO 13 SISTEMA DE COORDENADAS (pig. 119)

1. a) Lados: PQ. QS, SR, PR; diagonais: PS. QR.
b)  Sim: as diagonais sio ABe CD.

(a.b.c) € Ox
{a.b.c) € Oy
(a,b.c)e 0z
(a,b.c) € Oxy
(a,b.c) € Oxz
(a,b.¢) € Oyz

It

T T WYY
1]

3. P, =(a.b,0), P,=(a,0,c), Py =(0.b.c). P4 =(a.0.0). P, =(0,b.0); P, =(0 0 ¢).

4. a) A=(0,0,0)
F=(0.0.1)

(. P=1a.0.0))
(- P=(0.b.0y}
(. P=(0.0.¢c))
(. P=(a.b.0))
(
(

¢
=
1}

S~ P=(a.0.¢))
S~ P=(0.b.¢))

E N I

B=(1,0,0) C=(0,1,0) D=(-1,1,0)
G=(-1,1,1) H=(-2.1,1)

PARTE 2

E=(-1.0.1)

353
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b) A=(,-1,-1) B=(3,-1,-1) €=(2,0,~-1) D=(1,0,-1)
E=1,-1,0) F=(,-1,0) G=(,0,00) H=(0,0,0)

Observe que para obter as respostas do item b), basta somar a cada ponto do item a)
o vetor (2, —1, —1); por qué?

9 A=(Q,2,-12) B=(1,4,-1/2) C€=(1,2,0) D=(1,0,0)
E=(0,0,-1/2) F=(0,2,-1/2) G=(0,0,0) H=(0,~2,0)

d A=(0.00) B=(0,0,1) C=(1,0,0) D=(1,0,-1)
E=(,1, -1) F=(0,1,0) G=(1,1,-1) H=(,1,=-2)

CAPITULO 14 ESTUDO DA RETA (pdg. 136)

1 a3 X=4,-7,-6) + A(1l,-1,-1); AER

X =4-—-2A

x—4 +7 z2+t6
y = -7+1 (\€ER); ] =y] =L1
zZ = -6+

D ndo pertence a reta.

b) basta verificar que A ndo pertence a reta que passa por B e C, ou verificar que (A_B: , AC )

éLL
= —1+5x
1< y=4-111 (AER)
z = -2-4)
}x=l-x
2. interma {3 =\ (AER)
- -
x =1+
externa:{y = A (AER)

z =1




Respostas dos Exercicios Propostos 355

= A ﬂ x =9
3. Oxiyy =0 '(AER) Owien =7 AER)
z =0 “z =z
=0
Ozd{y=90 (AER)
z =X
4. P=(3/4, 7.4, 15/4) ou P=(3/2, 5/2, 15/2)
x=2-15A =2+
5. a) <‘y =4 AER); b) = A (AeR)
z = -3+18x z=-3-X
=2-22x
<) = A (AER)
z = -3—-A
X—2 'y z+3 _ z+3 x—2 z+3
6. == b — = = =y =
Y T0s T4 s ) x=2=y =T 93 =
7. a) r=s b) r#s c) r=s
8. (1,1,0); d(A, )= V3 porque um s6 ponto de r dista V'3 de A.
9 (2,0,4)e (0,2,4);d (A, 1) <\/l_l, pois existern dois pontos de r que distam V11 de A.
10. (1,0,0)

11.

3+2A
3+A
3+A

N <
I
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12.
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Trajetorias concorrentes. Ndo hd colisdo. Releia a Observagéo 6.

1) m3o existe C b) ndo existe C
z+ ado existe C ' d)@2,~-1,1)ou (4,-3,1)

CAPITULO 15 ESTUDO DO PLANO

§1

Equacdo Vetorial e Equacdes Paramétricas de um Plano (pdg. 139)
Equagdes vetoriais:

a) X =(1,1,0) + A(0,2,1) + u (2,1,0)

b) X=(1,0,1)+>\(1,—1,2)+[1(1,1,1)

0 X=(1,-1,0) + A(-1,-2,1) + u(0,1,1)
d)  os trés pontos sdo colineares; nao esta determinado o plano 7.

a)sim b)sim ¢)ndo d)sim

v = (11,7,4)+(~10, -5, 0)

X = (4,5,2) + A(2,3,1)

X = Xx= A =0
OXVigy T o Oxz:3y =0 OyZ:{y = A
z =0 7z = z =
X =:20.0)+2A(1.1,0) + 4(0,0, 1)
X =¢C.2.0) + A (1,-1,0) + u(0,0,1)
X =(0.0.010 + X(0,1,1) + u(1,0,0)
X =(0.0.31 + x(0,1,~1) + u(1,0,0)
X = (0,0.0y ~ X\(1,0,1) + (0,1,0)
X =(0,0,0) + x(1.0,-1) + u(0,1,0)
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X = 1+A+2u
7.9y = 1+2X+u
zZ=2-A

,CAPITULO 15 ESTUDO DO PLANO

§2. Equagio Geral (pig. 146)

X=2 X = A = X = A
2. a) Yy =2 by {y=~1 ) = u d) =12
zZ =N Z = u 2 = —4 zZ = u
X = A X = A = A
e) 1y =u ) Sy=u g) 1y =n
z=2A z = -2+u z2=1—-A—-n

3. Oxy:z2=0 Oyz: x =0 Oxz:y =0
bissetores: x ~y=0, x+y =0, x—z=0, x+2=0, y-2=0, y+2=0

4. a) ndo b)sim

5. a)x-—2y+4z+1=0 b)3x-v-2z2-1=0

¢)3x—y+z—-4=0 d) os pontos sdo colineares

6. x—-y—-1=0

7. 8x—-4y—7+4=0

8 2x—-y—-32+7=0

10 a) m: xty+z—-1=0, 7: x -y —2=0. m3: x+2y—2z -2=0 by(l 2.23,-1/6)
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a)sim binZo c¢) ndo
— S —=w+z+39=0

[

0 P=(-2,2,-7), m-17x+7y+62—6=0
EiP=(—2,6,-—6), 7'5-4X+)’+3Z+4=0

CAPITULO 15 ESTUDO DO PLANO
§3. Vetor Normal a um Plano (pig. 160)

1. a)(1,0,00 b)(1,2,1) ¢) (1,-2,4)

2. x—y+22—-4=0

3. x-22=0
4, x+2y—-2=20
5. V = (-3,0,-5)+(0,40)
6. X=(1,2,3)+A2,1,-1)
x = 3A
7. Y y=-2
z=3+2A
X =A
8. S y=2A
z=20

11. » =1
1x=}.

CAPITULO 15 ESTUDO DO PLANO

§4. Feixe de Pltmnos (pig. 166)

1. x+z—-2=0 4. 2y+z =20 5. Nio existe
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CAPITULO 16 POSICAO RELATIVA DE RETAS E PLANOS
§1. Retae Reta (pig. 170)

1. a) paralelas distintas
b) concorrentesem P =(1,—1, 0)
C) reversas
dyr=s
¢) concorrentesem P =(-2, 6, —6)
f) concorrentesem P=(-2,2,-7)

g) reversas

h) reversas
2. aym =1 b)m =1 ¢) m qualguer

d) n3o existem e) qualquer mE€ R talque m#* 0 e m# 1
3. a)3x—-4y—-10z+3 =0 b)x—z—-1=0

e) 4x+ty+3z+4 =0 ) —17x+7y+6z2—-6 =0
4, ¢)4x—-2y—21+3=0 g) 7x—11ly+3z2+7 =0

h) 5x —4y+z+22 =0
5. m = 2/3, concorrentes no ponto P = (-9, -5, —13)

6. B8 =2, aquaquer; (at1)x-3v+(5—-a)z+(RQa—1) = 0

CAPITULO 16 POSICAO RELATIVA DE RETAS E PLANOS
§2. RetaePlano (pig. 175)

1. a) r furanm noponto P = (1,0.-1)
byr// n
c)rCrm
dr /=
e) r fura # no ponto P= (—-1/9, -4.9.-19)
Hr/ln

m= 2

m= 1, n=7

. Qualquer m # 0 € solugdo

1P = (Q11/17, 13/17, 15/17)
3)P = (5 -3,4

o os W
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CAPITULO 16 POSICAO RELATIVA DE RETAS E PLANOS
§3. Plano ¢ Plamo (Pig. 181)

l.arw. = 1, b) my [/ 7y, my F M,y ) m M m,
2. admipara m =—5/2, tem-se m, =1,) b)m = —5/2
: e Se(d,V,T)éLlou(y,v,w)é Ll entdom, A 7,
- > > - > >
® Se (u,v,t) ¢ LD, (u,v,w) é LD e A€ 7, entio my = 7,
- > e B
e Se (u,v,t) é LD, (u,v,w) é LD e A€ m,, entdio m, N 7, = ¢

CAPITULO 16 POSICAO RELATIVA DE RETAS E PLANOS
§4. Miscelinea de Exercicios (pig. 186)

1) ay X=(,1,1) + A(-1,1,1)
b) Impossivel (r é paralela ao plano (P, s)).
¢) P€ r; logo, existem infinitas solugGes, a saber, todas as retas que passam por P e por
um ponto de s.
d) Impossivel (s é paralela ao plano (P, r))
e) X=(1,0, 3)+ A (6, -2, 7). Observe que as retas r e s sdo concorrentes.

- > -
a) Impossivel, pois MN & gerado por r e s (diretores de r e s) e portanto os planos
m, em, sdo paralelos.

b) X = (0,2/5,-1/5) + A (1,0,1) .
¢) X =(6,10,0) + A (3,2,-1). Observe que r e s 530 concorrentes.

12

3. a) X =(1,1,0) + A (1,=3,-1)

b) Qualquer reta que passa por P e é concorrente com r é solugdo, pois o plano (P, r)
¢ paralelo a 7.

c) Nio existe; r ¢ paralelaa 7 maso plano (P, r) ndo é paralelo a .

X =(1,1,0) + A(=2,-1,1)
X=(,0,2) + A(0,-1,2)

6x-2yv+1 =20

T.x+v+z2-8=0

8. Deas sciugdes: hy 1 X=(1,1,3) + A(1,3,-4)

hy : X=(=4,-3,1) + A (4, 1, -5)

9. Sim, po r =. Nio. pois Ox M 7.

10. Volume: 1.6.

11. Volume: 1258,

12. Nio existe o tetraedro, pois s // .

13. B = (15/22,20/22, 25/22) C = (7122, 2/22, -3/22)
14. a) 4rea V/3/2 b) 4 A, pois s//n c) A A, pois sCr

[ TR 1Y
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15. A projegiode P &P =(—1, -4, -2).
16. Sim, infinitas, pois o plano (P, 1) ¢ paraleloa r.
17. A = (1,1, -1), volume = 65/3.

18.a) t: X =(10,1,1)+ A(9,2,10)0ut:X =(1,—1,-9)+ N{I. —=2. 1T+ r 2 s sdo con-
correntes ¢ P pertence ao plano por elas determinado.

b) A t; res sdo reversas, 1 é transversal ao plano (P, s) e s é transversal ao planc (P, 1).
Logo, existe uma unica reta que passa por P e concorre com 1 € s; essa reta n3o salisfaz
a condig¢do do exercicio.

19.a) lg:2x + 2y — 2z — 1 = 0. Trata-se de um plano paralelo as retas r e s (que s30
reversas), situado ‘“a meio caminho entre elas”,

b)lg.:X= (1/2,-1,0) + a(l, 2, 3). Trata-se de uma reta paralela as retasr € s (Que
s3o paralelas e distintas), coplanar com r e s, situada “a meio caminho entre elas”.

¢) 1g.:x -3y +z— 1= 0. Trata-se do plano determinado por r e s (que sio concor-
rentes). Compare com o Exercicio 19(a).

x =1
20. a) lg.:{y = —1/4 (o 1.g. s6 contém um ponto)
z = 1/4

b) O 1.g.¢é ¢; o vetor AB n3o ¢ paralelo ao plano das retas paralelas r e s (se fosse, a
—
resposta seria a mesma do Exercicio 19b, salvo se AB = A (1, 2, 3); por qué?).

c)1g.X=(0,0,1)+a(4,1,-1). Trata-se de uma reta que passa pelo ponto comum
ares (P = 0,0, 1)) e esta contida no plano determinado por r e s (0 vetor AB ¢
paralelo a esse plano). Compare com o Exercicio 19c¢.

21. a) O 1.g ¢ E*. Uma “equagio” para E® ¢, por exemplo, Ox + Oy + 0z =0.

b)lg:x —y+ 3z —~ 1/2 = 0. Trata-se de um plano paralelo a 7; e a my (que sdo
paralelos!), situado “‘a meio caminho entre eles”.

22.2) 1.g.:3x—-7y+72-10=0
b)lg:x—-y+3z-1/2= 0. E 0 mesmo plano do Exercicio 21b. Por qué?

23.a) 1g.:x — 2y — z = 0. E um plano paraleio a m, a2 “meio caminho entre 7 ¢ r’
(note que 1 // m).
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b)O1lg ¢ E>

¢) l.a.x-2y—2z=0 (éoplano m; noteque rC ).

24 1 1g: X = (-1/3,1/3, =1) + A (2, —1, 4). E uma reta paralela a 1, interse¢do do

1.g. do Exercicio 23a com o plano que contém 1 e é paralelo a AB.

b) 1g.: X = (0,0, 0)+ A (4, 1, 1). E uma reta que passa pelo ponto onde r fura m.
Observe que os segmentos que se apoiam em r e m e sd3o paralelos a AB s@o os
mesmos segmentos que sdo paralelos a AB e se apoiam em r ¢ s, sendo s a reta inter-
se¢do do plano 7 com o plano que contém r e é paralelo a A—l—f (UFA!). Compare
com o Exercicio 20c.

c) 1g.:X=(0,0,0)+ A(1,0,1);é a prépria retar. Ndo estranhe: como rC 7 e AB
nio é paralelo a 7, um segmento apoiado em 1 e 7 s6 serd paralelo a AB sé suas
extremidades coincidirem!

. X = (11/5,19/5,-1/5) + A (2,1,0)e

X = (=1/5, 31/5, 11/5) + u(2,1,0)

CA =, 1,0, B = (2,2,2), C =(333),

h: X =(0,0,0) + A(1,1,1)

Duas solugoes:

pm: 2x—y+z—1 =0, vértices: A = (1/2,0,0),
B = (0,-1,0), C =(0,0,1), D = (0,0,0)

ii)m: —x+2y+z—1 =0, wvértices: A = (-1,0,0),
B =(0,1/2,0, € =(0,0,1).

Duas solugdes:

BT 6x+3y+22+3=0
i)y ox+3y+2z2-3=0

CAPITULO 1~ PERPENDICULARISMO E ORTOGONALIDADE

N

gl.

L.

Reta e Reta (pig. 196)

a) perpendiculares b) n3o sio ortogonais
¢) perpendiculares d) perpendiculares
e) nao s30 ortogonais
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2.a) { x =2-41A b) fx=1- ="
y = 652\ y=0
z = 1+31 z=1- 12

x—2 _y __z
3. =1 )

—

4X=(5 5 )+ AEs -

2ot

CAPITULO 17 PERPENDICULARISMO E ORTOGONALIDADE

§2. RetaePlano (pig 201)

1. a) ndo b) sim <) sim d) nao e) sim
2.a) | x=1-2A b) [ x = 1+2Xx
y=-1 y=3-2
z =2 z=T7+A
3.a)x—y+z+2=20
b)x+y+z-—-1=20
)x—y+z=0
4. a) (3,2,4) by(1.-1,2)
1 7 29
5. a) (27—1~_2) b) (‘ 'ﬁ, ﬁ, 1_1)

-8 18 -7
(79 19 19

58 56
6. a)(g, S5 1)

b) X =(—%, —;—,0) + A(8,10.1)

9 (5.5 0)
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X =2=3
7 v ol=X
= =34+5A

2 2 2 2 2
11.(£2, 1,%, (V2,2,v2), (l/;—, 3,§);volume "

CAPITULO 17 PERPENDICULARISMO E ORTOGONALIDADE

tsy

N
>

Plano e Plano (pag. 205)

1. a)nido b) sim ¢) sim d) sim

2 x-2y—z=0

[FF)

. Xxty—z-1=0

4.(1,1,0), (1,3,v2), (2,2,V2), (0,2,0) (2,2,0)
(1,1,v2)  (1,3,0)  (0,2,v2)

-1 2. 2 2 —1
S 5 3).0,01).0,1.0)

th
—_—
wles

CAPITULO 18 ANGULOS (pig. 207)

~ B
i L'—O b) -‘12— c) \/; d) 0
2 a)l b) arcsen !
T4 V3

di1 arcsen

¢) arc sen —
Swv?2 3V2
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M -

3. a) arc cos—— b) arc cos gy -
vV 66 -
4. S30 quatro retas:
X=(5/2,2,=-3/2)+ xel. 1. 1), X=(-3.-5/3.4)+Xx(l.1.-1

X=(2/3,2,1/3y+xt-1.1.1)y e X=(1/7.3/7,6/T)y+X(1,—1.1})

5. S@o quatro retas:

X=(0.2.D+A(-1.1.1). X=00,2,1)+tA(-7.1.1)
X=(0.2. 1)+ A(3, 1. -1), X=(0.2.H)+ A3 1. 1)
X — 1 z— 3

()_i\/:_:y+3= P (530 quatro retas)
7.X=(1.1. )+ X (0. 1. 1). X=(l.1.h+X(-4,1,1)

8. (-2+V3.1,1 -3 (-=2-V3 11+v3)
V3

9.

arcs.en 3
10, 2x —3y+z-5=0 ou X-y-2r-4=0
. x+y-32-1=0 ou N-Vv-32+43=20

13. 6x+3y+22-3=20

14.B = (1.0.0). C=(.1.1h. D = (1.0.1).

CAPITULO 19 DISTANCIAS (pdg. 231)

1Ly Vs by V173
229)Vs5 b) V'34/7

¢) +/270/29 d) 3V 10/7

365



366 Geometria Analitica: um rratamento vetorial

3. a) /1—? b)-s—\/—3—£-
v T 6
. b) 7/2 c) 94/13 d1
S 1) 1302 by —— )~
2V3 V3
4 7
6. a)\/4_6 b) 13 C)\/ﬁs

7.(2,0,2), (0,2,-2)

8. Nio existe solugdo, pois r ¢é paralela ao plano mediador de AB.

. 5 3 1
N 3’(1’-la_1) b)(??T’—Z—) C)(T, 1 ’?)

i 23 7 -1 —-13 9 -7
HO EVN T, 3 !'_3—-) b)( 4 L 4 5—4) C) (],1,1)
11.12.0,2) e 0,2, -2)
s 19 8 16
12. (1,0,0) e (T’T’T)
13 X = (=1.3.-3) + A (1,0,2)
_ 17 -7
X —(—1.?.—9—) + 2 (1,0,2)
R T p— L), (2.0,0)
\_: \/'_: s \/79 \/5 ’ s

15. O { £ = : reunido das retas

X+2z2= _ xtz =2
P c
y=—2 -\ ¢ y==2 - V6

16. O l.g. € a reumdo Zos doxs planos

Ty =2 e myi2x—-y—2 =2
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17.01.g éareta
x—-1=0

16x + 6y + 6z = 41

18. (-3,5,-8) e
19. (3,1,2) e
200 x+z—-2=0

2.—2

V3
22.y-1=0.
24,z = 1 ou

25. X = (1,0,3) + A (1, 1.0y

9,-7,16)

-1,-1,-2)

6x —2y-3z—-7=20

xty+2z2—-4 =20

X =(4,0,-3) + A(7,4.0)

26. O l.g. ¢ areunido das quatro retas

yv+1 =0 v+l =0
Iy T-
2z = ] L 2x + 2v = ]
X -2z =1 x—-z=1
| Tt
2z = 1 | 2x+Zy =]
27. 4/3

367

28. Trata-se de um par de planos, de equagdes gerais 4x + 3y —2z= 0 e Sy - 62+ 12=0.
que se interceptam nareta m; N 7.

29. 2x —~y+22-15 =0 e

Ve -2

2x—y+2z2-3=0

30. Volume = 2
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3. 7x+ 19y —10z+5 =0 e 17x —y+10z-5 =0
32.3x+35w+1 =0
32 2-3y—-6z =0

4. S3o quatro respostas:

X=(-221)+2r(,-1,0), X =(0,0,-1) + A(1,-1,0)
X =1(0,0,V/17) + A (-1,1,4), X =(0,0,—V17) + A (=1, 1,4)

[dy —d,]

35,———=——=_ Pensou que fosse
Va+bt+ct d

{d, —d,|, hein?!

36. 6x+3y+2z—3 =0

CAPITULO 20 MUDANCA DE COORDENADAS
§1. Mudangas de Coordenadas em E> (pag. 237)

u=-1
1. r v=2A
jw = A 5,
u= -1
2r v=1
w=—-1+2A

2

o—-v-w+2 =0
1-v+2=0

CAPITULO 20 MUDANCAS DE COORDENADAS
2. Mudancas de Coordenadas em E* (pig. 242)

“or

1. 6 = n/3 + Zzr. ninteiro

2. 0= (-1,1
( )21
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@ = arcsen ( — 5

) + 2nm, n inteiro

CAPITULO 20 MUDANCA DE COORDENADAS

§3.

3.2 4ul+v —16=0
b) 4P-3W-7=0
c) 4u* —5v1+100=0
d) v -4u=0
e) u-5v=0
H uw+2v¥-7=0
g) w-4t=0
h) €+2w2-2=0

CAPITULO 21. CONICAS

§1.

1.3y % y: o

169 7 Taa ~
b) x2 y2 _ 1

253 " 89 T
<) X yio

5 " Tle T

Aplicagdo das Translacdes e Rotagdes de E* ao estudo da Equagdo
Ax? +Bxy +Cy’ +Dx+Ey+F = 0 (pig. 256)

i)
i)
)

p)

q)

t? +2w? -6=0
13t? -4w? - 81=0
20 -3w? -24=0
11t + 6w -66=0

2t 11wt -22=0

4 -wl =0
2 -1=0
w? = 8t

Elipse. Hipérbole, Paribola (Forma Reduzida) (pig. 268)

d) x? ve
3 + — = 1
e) x? vl
00 * 16 1
f " 2
) + LA 1
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2 .2
X Yoo_
g) 5 + el 1

wzion (0,4, (3,0, +

ta

2vV72

(2 3,0), (0,x1), F2v2,0) —

) (0,£5vV2), (£5,0), (0, £ 5), _‘/_2_2_

d) (£2,0), 0,£V3), (:1,0), -;_

SN S
3a)§+_3—5—1
3 2
< y?
bn—:+@=1

7

5.a) 4x? +3y* +24x — 24y +36 = 0
b) 8x? — 2xy +8y* —63 = 0
¢) 35x% — 2xy + 35y® — 34x — 34y — 289 = 0

6.2) (£12,0). (£13,0), 13/12, 12y = +5x
BY(£5,0) (41, 0), 41/5, Sy = tax
10 t4), (0.t42), V72, y= £x
.= (0.+V13), V132, 3y=tXx

e) (:1,0). (=200 2. y=++/3x
x? y?

7.0 - L =

i S

xZ y2
b)355 — T4z = !
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[
v

AN S
)3 16 !
2 2
2y
=55~ 5 =1
2 2
Yy X o
© %6 356 !
2 2

X )

= L == ]
016 9

ca) 9x? - 16vT —54x+ 64y +161 = 0

b) 3x~ +12xy +8y? — 18x— 28y +11 = 0

. a) (4.0 (0,0, xt4 =0
b) (—7.0), (0, 0), x—7 =0
) (0.-10),  (0,0), y = 10
d)(%, 0), (0,0), 5x+3 =0
e) (0,7/8), (0,0, 8yt7 =0

15
f) (0. ) ), (0,0, By+15 =0

.a) yr = 32x
b) x> = -8y
¢ y* = 20x
d) x* =2y
e) y? = —16x

.a)y> —4x — 6y + 13 =0
b) x> — 6x — 8y + 1 =0

) x2 — Axy + dyT + 52x + 26y + 91 =0
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CAPITULO 21 CONICAS

§2. Conicas (Caso Geral) (pig. 271)
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d)w? = 2t; 0=arctg%,

V= -;/— , - %), em relagdo ao sistema Ouv.



374 Geometria Analitica. um tratamento vetorial

2
L 2 -
3)1/2 + v 1 0 6
y v
) X\ "
\ g
\ //
7
7
7
”~
7
//
// '
/\‘TI'/B
0 ’x

(]




Respostas dos Exercicies Prapassns

gw =22 6 =arctg —

./'
. /
M/
—+ — X=Uu
u? v? , 1
_ . _Y - _— § =——
2.2) h]perbole.——9 4 1 g 8 cos NG
b) elipse: —ui+2'l‘ 9 =21 1d
) elipse: 1 v : o
12 w?
¢) hipérbole: o " a6 " [: 128 =73 (19 quadrante)
d) pargbola: w? = 8t tgf = 2 (19 quadrante)
e) paribola: w? = 8t f = % rd
f) hipérbole: t2 W tgh = 3 05§ = —
érbole: —— =1 gh = 3, N =
P 9 N} Vv 10
g) ponto (origem), 20u® +5v2 = 0. tgh=-1 2 (29 quadrante)
h) conjunto vazio: tg § = —3, cos 6 =L S E2wi+l =0
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3. a) reunido de dmas retas concorrentes
b) hupérbole
Zi pomto
&) ehipse
¢) reunido de duas retas paralelas
f) paribola
g) reta

h) circunferéncia

CAPITULO 22 SUPERFICIES
§1. Superficie Esférica
1.1 Equa¢io reduzida e equagio geral (pég. 292)
La) x—1)?+(y+1)2+(z+3)? = 4
b) x> +y*+2? =1
) (x=vV2? +(y—1) +(z+3)’
d) (x— 182 +(y+17)* +(z+1)? = 2500

1]
)

) x2+(y—1)?%+2? = 16

]
(9]

2.2) C=(2,-6,0),. I
b) C=(2 -3,-1), T
¢) nio
d)C=(1,-1,0), r=v2

e) ndo

It
LN

f) nio
2 C=(1.1.1), r =

h) zic

i) ndo
3.x2+y*+2% = |

4. (x—-1)2+(y—-1)2+2-2?2 =1
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5.(x—3)1+(v+1P+(z+4? =6
6. x* +y?+2° =1
7.x +y? 422 +14x+ 6y + 4z - 136 = 0

xt1 _y-3 _z+1:

8773 -1 2
9.7

40 20
13.3)(—3—.0.()).?

b) (—6.6. -6). 6 3

¢)(0.0.00. V15

dire-1.3.-1), v 20
l 1

e)(T . 1.0),7

15. A é exterior, B é interijor.
16. (x—=2)2 + (y—3)® + (z+1) = 289

17. Extremidades do diametro: (0.0.0) e (-2.2,0).
CAPITULO 22 SUPERFICIES

§1. Superficie Esférica

1.2 Plano tangente (pag. 302)

l.a)d4x —y+z+2=0

b)x— /95y +22+95 =0
2.2x+y—z-4%t/6 =0
3.x—1=0 e X—-2y-~2z-3=20
4. x—-y+32-4=0 e x—y—z-14=0

7.2x+y+z+4 =0 e 2x+ty+z—-8 =0
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24

(Xt 2P +yi 4z 1) =1—:_H— X+ 2Pty H(z+3)? =

(x= V33 +(y— V33)P -

Geometria Analitica: um rratamento vetorial

. a) Nac zx:ste. poisareta t ésecantea S (d(C.t)<r).

biyv—y—z—2 =0 (hdumsoé plano, pois t é tangente a S).

AV +ryl 422 —6x—4dy+4z+3 =0

0. (x—2)2+(y—=2)+(z-2)P = 4

16
5

6+vV3, . V3+3,
—y N E (T Ty

Xyt 4zt —4z+41 =0

xPty?+22 —6x+2y—-22-70 =0

XAyt 422435V 11 )x — 4y+22+5 =0

Xt DP Ay -2 +(z— 1) = 49

.3 o0ul

.a =6 e T =2(,2,2), ou a= -6 e
Cri(a® + b+ ) =42

. Miximo: 6; Minimo: —6.

CXP4yr 422 o 12x - 6y+8z2+36 =0

173
7

X2y — 3+ (z—4)F ==

Cryrtzl toxtoy+6z+9 =0

« = 1. 2xteé6y-3z-11 = 0

CAPITULO 22 SUPERFICIES

§i.

Superficie Esférica

1.3 Plano secante. Equagoes de uma circunferéncia (pag. 306)

1.(~1,2,3) ¢ 8
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J x=D?+(v=2F+@@-1)? = 36

2.
2x-z-1=0
(x=2F +y* +(z -3 = 7
3009
xty—-2=0
3x+2y+62z= 6
4,

x24y?2 422 _2x—3y—-z=0
5. O 1.g. ¢ a circunferéncia de equacBes
x-D*+(y-1*+(z+2)*= 38
x—-y—-2=0
com centro P = (2,0, —2) e raio /6 .
-1 +(y+1P +(z+2)*= 65
18x — 22y +5z = 30

7.Xx—2y—2%3 =0

1 2 2 2 -1 2 2 2 -1
8- (17070)’ (_~3'1 ? s ? )) (? . 3_ ?)- (? 5 ?7—3)’ (0;0)1)
e (0,1,0).
1 1 1 .1
9. Secantes. Centro (—, 5 7) € raio >
9 9
10. - ou ~16

iz 2 2 __81
= 5+ (=57 + 2+5? ==

(= 3P+ (-3 + (243 -7

225

x-3)+ -3+ @r3p =2
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1 1y ¢+ +2=_8_1_
(x—z) + (v —1) (z+1) 2

12.(x—1¢F +(y+2)* +(z+2)? = 4

ix -1 +(y+2)? +(z—4/3} = 16/9
3oxPty*+z? —2x—22-18=0, x*+y?+z22-2x-22-3=0
CAPITULO 22 SUPERFICIES

§3. Superficie Cilindrica (pag. 313)

L(Y-Z2)P+(2Y-X-2)*=Y-X

r

(X—227 —(X-2D)(Y-Z)+1=0

[¥F)

IX—Z(Y-Z)=2Z-X-Y

4. V'eja a resposta anterior.

S.fX-mZ, Y-nZ) =0

6. (BX—2Y+Z -9 —14(X2+Y? +Z% - 2X+4Y -4Z2+6) = 0
CAPITULO 22 SUPERFICIES

§4. Superficie Conica (pdg. 319 )

1L.X2+Y? -2 =0

2X+Y +XZ-1) =0

INZ-Y? =0

4. X* - 7Y - 822 +6XY =0

5. 2(X+2Y -Z -2 —3[(X=1)* +(Y -1 +(Z-1)*] = 0

CAPITULO 22 SUPERFICIES
§5. Superficie de Rotaggo (pdg. 323)
LX+Y+Z2)? 2(X*+Y?*+Z) +1 =0
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2.(X+Y+2Z) - 2X*+Y*+2) =0

3.2) 90X +Y?) = (1 — 32%)?
)X +Y*+2Z2% =1
©) 4(X2+Y?*) = (X2 +Y? +(Z - 2)*)? (a superficie ¢ um toroL

4, 2) 3(Y?+Z¥)+3X =1
b) X> +Y? 427 = |
Q) 16(Y* +Z%) = [(X—1)* +Y2 +2Z2 + 3]?

5. 22+ X =(Y? - 1)

X Y 7 Xy 7 _
" a b a bz".—E?".az_1

+
N’
]

—
[¢]

|
o

7.X2+Y? 722 _Z =

8. 4Y? = Z* (1 - X?%)

CAPITULO 22 SUPERFICIES

'§6. Quddricas (Forma Reduzida) (p4g. 329)

.S 4
9.Y =3

10. E uma superficie conica de vértice V = (0, 0, 2),
que tem por diretriz a circunferéncia

Veja o Exercicio Resolvido n® 3,do § 1, Capitulo 18.

38,
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11, x2 4" -~z —6x—14y—6z+26 = 0, x*+y?+22+2x+10y—10z+10 = 0.

Se voct ndo souber o que é gradiente de uma fungio, resolva o exercicio com este dado
-5
aducgomal: o vetor n = (2, 6, —1) é normal ao paraboldide dado no ponto T =(1, 1, 4).
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Representante, 5
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Rotagido, 244, 249
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Segmento orientado, 4
Semi-espago, 214
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Superficie
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cOnica, 319

de rotagao, 323
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Teorema de Pitdgoras, 41
Translagdo. 242-243, 248

Vetor. |
adigao. 7
angulo entre vetores, 57
definigao, 6
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