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Exercicio 1 (Valor 4.0) Considere a fun¢io f : R — R,

z(l_m+sin|x|

f(z) = 2 2m 2m
0 se |z| > 27

) se |z| <2rm

dada por f(z) = fi(x)+ fa(x) onde fi(x) e fo(x) sdo, respectivamente, a parte linear e senoidal de
f(z). Desejamos mostrar que
A sin? ¢

f(&) = 21— ) (1)

¢ a transformada de Fourier de f(z) e que f'(x) e f(€) sio continuas e limitadas em R.

f(x)

-10

-4

Figure 1: Grafico das fungoes f(x) e f(&).



1. A transformada de Fourier de f € dada por

1 > —i€x
fl&) = \/—2—7T/_Oof($)€ ¥ dx

1 27 )
= —/ sin || e %" dx
am —2m
2m

1
= — sinx coséx dx
2 Jo

1 2

= - i (sin(1 + &)z + sin(l — &§)x) dx

~ (e - cos2r1+.9) 4 T - con2n1 - €))

1 1 1
= <?§ + T{) (1 — cos27€)

1 sin? 1¢&
_ Lan @)

onde usamos a férmula de Euler e=®® = coséxr — isinéx e a paridade da fungdo sin|z| para
obter a terceira igualdade; na terceira e quinta igualdades empregamos as sequintes identidades
trigonométricas

sinacosf = %(sin(a+ﬁ)+sin(a—ﬁ)),

cos(a+b) = cosacosbFsinasinb ,

sendo que a ultima implica em cos2m(1 + &) = cos 2w€; na sexta fizemos uso das identidades
cos 23 = cos® B — sin® 3 € 1 —cos? B =sin’p,

para escrever 1 — cos 2n€ = 1 — cos? € + sin? m&€ = 2sin’ 7€.
.2
it. Dado que fl(f) = 1sin"mé
T &2
Ji(f) + fg(&), devido a linearidade da transformagao, obtemos a fungao (1) desejada adicionando
fi(§) a (2).
tis. A funcdao f(x) em (—2m,2mw) € a soma de duas fungoes continuas, fi(x) e fo(x), que se
anulam nos pontos extremos x = +2m do intervalo. Logo, f(x) € continua em (—27,27) e se anula
nos pontos x = 2w, os quais sio pontos de continuidade de f(x) pois f(x) = 0 se |x| > 2.

¢ a transformada de Fourier de fi(x) e dado que f(f) =



Ezcluindo os pontos x = 0 e £27, f(x) é diferencidvel e

s 1+cosx O<z<9
o\ 27 " 2x ) ™ v

/ — 1
(@) \/g(y_cgsx> se 2r<x<0
T T

0 se |x| > 2w

€ continua. Nos pontos x =0 e £27, tomando o limite pela direita e pela esquerda, temos
FO+4) = 0= f0-)
f'(2r4) = 0= f'(2n—)
f(—27+) = 0= f'(-27—) .
Logo, f'(x) € continua. Claramente, excluindo os pontos £ = 0 e £ = %1, f({) ¢ continua e

limitada. Nos pontos £ = 0 e & = +1, tomando os limites a direita e a esquerda e aplicando
L’Hopital, temos

N . (sin® Wf)/ . (sin27mg) . mcos2mé

I O= eq—ay ~ e 2oy b i-oe
e (i )

. sin” ¢ ) sin 2mw&
IO = I e ey T Mg ey T
De onde se conclui que f(£) é continua e limitada (veja Figura 1).
oo oo . 2 12
iv. Aplicando o teorema de Plancherel: | f|> = / |f(z)] dz = / ‘f(é)’ s = (|f|| a

fungao fo(x), temos

1 [ sin'7¢

1 2T
— —d{ = — in®|z| d
=) 0 3 o /_%sm |z| dx
2m

1
= — sin®z dr
dr J
1 27
= — (1 —cos2x) dx
81 Jo

de onde se conclui



Exercicio 2 (Valor 3.0) Considere o problema de Cauchy (PVIF)

1
ﬁutt—um:(), t>0, >0, (3)

com u(t,0) =0,t>0, e
u(0,2z) =e® e w(0,x)=sinz, x>0. (4)

A solugao geral de (3) é u(t,x) = F(z+vt)+G(x —vt), onde F' (x) e G(z) sdo fungoes arbitrdrias
determinadas pelos dados inicias e de fronteira.

t. Para x — vt >0, temos
uw(0,z) = F(z)+Gx)=¢e"
u(0,2) = v(F(r) - G(x)) =sinz . (5)

Integrando a sequnda equag¢ao
-1
F(z) —G(x) = —cosz 4+ C
v

onde C' é uma constante de integrag¢ao. Resolvendo para F(x) e G(x), temos

1,1 C

F(z) = 3¢ —%COSI‘+§ (6)
11 C

G(z) = 3¢ +%cosx—§

resultando

1
(efervt + efwfvt> . 2_ (COS (SL’ + 'Ut) — COS (Q? — 'Ut))
v

DN —

= e “coshvt +sinzsinovt . (7)

1t. Para x — vt <0, usamos a condi¢ao de fronteira
u(t,0) = F(vt) + G(—vt) =0

que implica
1 1 C
G(-y)=—-F(y) = —567?’ T 5, 8V T 5

para y > 0, devido a (6). De onde se conclui, juntamente com a solucao geral e (6),

u(t,z) = F(x+ut)+G(—(vt—2x))

1 1
= 5 (e*%”t — e*”t”) -3 (cos (z + vt) — cos (vt — x))
= —e Ysinhx + sinzsinvt . (8)



1it. Quanto a paridade das solugoes (7) e (8) com respeito a varidvel x, a primeira ndo tem
paridade alguma e a sequnda é impar pois € uma combinacao linear de duas fungoes impares, sinh x
e sinz. No caso t. a solu¢do nao percebeu ainda a fronteira da corda semi—infinita em x = 0. Sob
esta condi¢ao, devido a causalidade, o intervalo de influéncia [x —vt, x 4+ vt|, projetado sobre o eixo
x pelo setor do passado associado ao ponto (t,x), nao pode conter a origem: x — vt > 0 implica
x > vt > 0. Por outro lado, no caso . a solugcao deve manter a origem em repouso, o que obriga
tanto a solugao (deslocamento da corda em relagdo ao repuso), quanto sua derivada em relagdo a t
(velocidade da corda) terem paridade impar. Esta paridade é compativel com o fenémeno fisico de
reflexao da onda ao atingir a fronteira da corda mantida fixa na origem.

Alternativamente, podemos escrever o PVIF original em R, como um PVI em R estendendo
0s dados iniciais (5) como funcgdes impares (método das imagens):

e se >0
flo)= el ={ —e* se <0
|:c| 0 se x=20

e f(z) =sinz. A solugdo deste problema € dada pela formula de D’Alembert usual,

1 ([ xz+wt x — vt 1
¢ N I o 3] —|z—vt| e in vt 9
u(t, x) 2(|x+vt|€ +|.’17—’Ut’6 +Usm:1781nv (9)

para todo t > 0 e x € R, reproduzindo o resultado anterior quando restrito a Ry x Ry, em ambos
casos x —vt >0 e x — vt < 0. Observe que nao € possivel tomar x < 0 et > 0 na solugcao anterior
(7) sem violar a condi¢io x — vt > 0. A expressao (9) é impar por construgao.

Exercicio 3 (Valor 3.0) Considere o problema da condugao de calor em uma barra infinita de
difusibilidade térmica k = 1:

ut—um—cﬂu:ego‘gtf(x), t>0, zeR, (10)
comu(0,z) =0, z € R, onde f(x) € tal que f(&) = ar/2/x.

t.  Transformando por Fourier a equacao, juntamente com as propriedades de linearidade e
— s ~ 2/\
Uy = Zguaz - _f u,

= U+ (& —a”)i =™ () (11)

obtemos uma equacao diferencial ordindria para u de primeira ordem em t, sujeita a condi¢ao
macial:

a0,6)=0, E€R. (12)
1. A solugao da equacao
Y +ay = bt), t>0
y(0) = 0



€, pelo método da variacao das constantes,
t
y(t) = / e~ =p(s) ds (13)
0

Tomando y = 1, a = &2 — a? e b(t) = 2’ f(&) em (13), a solugio do PVI dado pelas equagies
(11) e (12), com £ € R fizo, €

t
a(t,§) = /6_(EQ_QQ)(t_S)GQO‘QSf(OdS
0
t
 frgeesn [[acren
0
A 1
_ —(€2—a?)t g2 +a?)t
= f(&e ! &l (6( —1>

O g (@)

52_’_(1/2
2 « 2 «
_ 2% [ 2 - et L2
e e
= *Mh(E) — e h() - p(1,€) (14)

onde na quinta e dltima igualdade usamos f(&) = a\/2/m, h(€) = \/2/ma/(E24a2) e $(t,€) = e 7.

tis. Para o primeiro termo de (14), a anti—transformada de Fourier de B(f) é
h(z) =e o

Para o sequndo termo de (14), a anti-transformada de Fourier de h(€) - $(t,€) ¢, pelo teorema
da convolugao: h*p = Vrh - o e dado que p(t,€) € a transformada de Fourier de p(t,x) =

(1/v/2t) e/,

(b)) = %27’1* ot 2)

< 1
oo VATt

e~ (@=v)*/(41) g=alyl g,

I
—



de onde se conclui

u(t, )



