MAC 414 — Linguagens Formais e Automatos
Gabarito da Lista 1

1. [L&P 1.7.5] Dé alguns exemplos de cadeias pertencentes e ndo-pertencentes aos seguintes con-
juntos, em que ¥ = {a, b}.

(a)

{w: para algum u € ¥, w = uufu}

Como u € XX, é possivel enumerar todas as possibilidades para u: aa, ab, ba, bb. Como w
¢ da forma up(u)u para algum v € X3, temos que w € {aaaaaa, abbaab, baabba, bbbbbb}.
Claramente, qualquer outra palavra em >* nao estd no conjunto.

(E se eu quiser mostrar que um exemplo nao estd no conjunto?) A cadeia w = ababab
nao estd no conjunto. Suponha, por contradi¢ao, que sim; entao existe u € XX tal que
w = up(u)u; claramente |u| = 2, logo u deve ser ab mas up(u)u = abbaab # ababab.
Chegamos a uma contradicao, logo w nao estd no conjunto.

(Outro exemplo:) A cadeia w = aaa nao estd no conjunto. Se uma palavra w’ estd no

conjunto, existe u € XX tal que v’ = up(u)u. Como |u| = 2, temos que |w'| = |up(u)u| =
lu| + |p(u)] + |u| = 3lu| = 6. Mas |w| = 3, logo w nédo estd no conjunto.

{w: ww = www}

Para uma cadeia w estar no conjunto, |[ww| = |lwww|, logo 2|w| = 3|w|, entdo |w| =0 e

w = A. Entao, qualquer palavra em ¥* \ {\} nédo estd no conjunto. (Argumentar que uma
cadeia especifica ndo estd no conjunto € trivial.)

Outro argumento legal que alguém apresentou: se w estd no conjunto, ww = www, logo
w(ww) = (ww), logo w é o elemento neutro da concatenagao, isto é, w = A.

{w : para algum u,v € ¥*, vvw = wou}

Para qualquer w € ¥*, se fizermos u = w e tomarmos v qualquer em ¥* (ou se fizermos
u=wv = \) temos que uvw = wovu. Logo, nao hd nenhuma cadeia fora do conjunto.

Erros comuns: Essa muita gente errou dizendo, por exemplo, que se u = abb, v = ba, w =
a entao uvw = abbbaa # abaabb = wvu, logo w nao estd no conjunto. Note que fixado um
w, podemos tomar v e v como quaisquer palavras em X* para tentar satisfazer o predicado
do conjunto.

Outros tentaram mostrar exemplos fora do conjunto utilizando simbolos fora de X, o que
nao estd correto, uma vez ¥ é fixado como o alfabeto sobre o qual w é formado no inicio
da questao.

{w : para algum u € ¥*, www = uu}

Qualquer cadeia na forma vv, com v € ¥*, esta no conjunto: www = vvvvvv, e se u = VU,
uu = vvvvvy = www. Qualquer outra cadeia de X* estd fora do conjunto (note que a
argumentacao a sequir dispensa a frase anterior): seja n = |w|, m = |u|; se www = uu
entdo 3n = 2m, logo n é par e assim w = xy com x,y € ¥* e |x| = |y| = n/2. Além disso,
é facil ver que u = wr = xyxr e u = yw = yry, portanto xyxr = yry e entdo xr = y.

Outra resposta OK para “nao-pertencente”: Nenhuma palavra w tal que |w| é impar estd no
conjunto; nesse caso, |www| = 3|w|, logo |www| é impar e para qualquer u € ¥*, |uu| = 2|ul,
que é par, o que contradiz www = uu.



Mostrando que uma cadeia especifica nao pertence: Seja w = ab; temos que www = ababab.
Se existe u € X* tal que uu = www, entao u tem comprimento 3, entdo temos que u = aba
e u = bab, o que é uma contradicao. Logo w esta fora do conjunto.

Exemplo errado: Se w = b, u = bb, entdo www = bbb # bbbb = wu, logo w nao pertence
ao conjunto. Realmente, w ndo estd no conjunto, mas o argumento estd errado; precisa
mostrar de alguma forma que, para todo u € 3*, www # uu.

2. [L&P 1.8.3] Seja ¥ = {a,b}. Apresente expressoes regulares correspondentes aos seguintes
conjuntos:

Nota: Nessa questao, a grande maioria nao mostrou que a ER correspondia ao conjunto. Alguns
também fizeram uma prova parcial, mostrando apenas que qualquer palavra gerada pela ER estd
no conjunto (também precisa mostrar a reciproca).

(a)

Todas as cadeias em >* com nao mais que trés a’s.

b*(a 4+ A)b*(a + A)b*(a + A)b* ou b*(a + ab*a + ab*ab*a + X\)b* ou b* + b*ab* + b*ab*ab™ +
b*ab*ab*ab*.

Prova para a terceira forma: Basta provar que oo = b*(ab*)™ corresponde a linguagem das
palavras com exatamente n ocorréncias de a. E trivial ver que cada palavra expressa por
«a tem n ocorréncias de a. Reciprocamente, seja w uma palavra com n ocorréncias de a.
Entao, antes e apds cada ocorréncia de a, pode existir um nimero qualquer (inclusive zero)
de ocorréncias de b, logo o = b*(ab*)" expressa w.

Todas as cadeias em * com um numero de a’s divisivel por trés.

b*(ab*ab*ab*)*.

Vamos provar para wma ER um pouco diferente, que simplifica a argumentacdo. Seja
a = (b*ab*ab*ab*)*b* e w € L(«). Entao w = x1xa... 20y com n > 0, z; € (b*ab*ab*ab*)
parai=1,...,n ey € b*. Pelo argumento do item anterior, cada z; tem 3 ocorréncias de
a, logo |w|, = 3n, que é multiplo de 3, para qualquer n natural.

Reciprocamente, seja w uma palavra tal que |w|, = 3n. Se n = 0 entdo w € b*, logo
w € L(a). Se n > 0, podemos decompor w em subcadeias wy,ws,...,wy,, em que cada
w; (para i = 1,...,n) tem exatamente 3 a’s. Pelo argumento da questao anterior, w; €
(b*ab*ab*ab*). Logo w € (b*ab*ab*ab*)" e portanto w € L(«).

Erros comuns: Muita gente colocou a expressao (b*ab*ab*ab*)*. Note que essa expressao
nao aceita nenhuma palavra em L£(b*), sendo que todas essas tém um numero de a’s di-
visivel por 3. Acredito que, se vocés tivessem tentado argumentar sobre a correcao da ER,
encontrariam o erro.

A expressao b*(ab*ab*a)*b* nao aceita aaabaaa.

Todas as cadeias em X* com, exatamente, uma ocorréncia da subcadeia aaa.

(b + ab + aab)*aaa(b + ba + baa)*.

Seja a = (b + ab + aab)*aaa(b + ba + baa)* e w uma palavra da linguagem correspondente
a «. Claramente, w contém ao menos uma ocorréncia de aaa, explicita em «. Mostremos
que qualquer palavra gerada por (b + ab 4 aab)* nao contém aaa e termina em b se nao
é vazia (se alguma tal palavra terminasse em a, teriamos uma ocorréncia de aaaa e assim
pelo menos duas ocorréncias de aaa).

Se x € (b+ab+ aab)* entao x € (b+ ab+ aab)™, para n natural. Provemos a afirmativa por
indugao em n: se n = 0, x = A, que nao contém aaa e é vazia (logo nao precisa terminar
emb). Sen >0,z =zy com y € (b+ab+aab) e z € (b+ ab+ aab)"!; por HI, z termina
em b se nao é vazia e nao tem ocorréncias de aaa. Claramente y nao tem ocorréncias de
aaa e termina em b; como z termina em b se nao é vazia, nao pode haver uma ocorréncia
de aaa com parte em z e parte em y; logo x termina em b e nao tem ocorréncias de aaa.



Por argumento andlogo, qualquer palavra gerada por (b + ba + baa)* nao contém aaa e
comeca em b se nao é vazia. Logo w tem exatamente uma ocorréncia de aaa.
Reciprocamente, seja w uma palavra com exatamente uma ocorréncia de aaa. Entao w =
wiaaaws, com wi,wy € X* e w; (analogamente, wy) ou é vazia ou possui no maximo dois
a’s consecutivos e termina em b (analogamente, comega em b). Logo cada ocorréncia de a
ou aa em wy (em wq) é seguida (é precedida) por um b, entdo wy (w2) pode ser quebrada
em subcadeias com apenas um b, ou seja, pode ser escrita como z1xs . ..x,, com n > 0, em
que z; € (b+ ab+ aab) (x; € (b+ ba + baa)), parai=1,...,n. Logo wy € (b+ ab+ aab)™
(w2 € (b+ ba + baa)™), e portanto w € (b + ab + aab)*aaa(b + ba + baa)*.

Erros: (a+b)*aaa(a+b)* aceita aaaa; (b* +b*a+ b*aa)*aaa(b* +b*a +* aa)* aceita aaaa.
Essa realmente era a mais dificil, e muita gente fez errado de muitas formas diferentes.

3. [L&P 1.8.5] Quais das seguintes afirmagoes sao verdadeiras? Explique.

(a)

(b)

baa € a*b*a*b*
Verdadeiro: baa = (A)(b)(aa)(N) e A € a*, b € b*, aa € a* e X € b*, logo baa € a*b*a*b*.

b*a* Na*b* = a* U b*

Verdadeiro. Precisamos provar que b*a* Na*b* O a™ Ub* e b*a* Na*b* C a* U b*.

(D) Se w € a*, entdao w = Aw € b*a* e w = wA € a*b*, logo w € b*a*Na*b*. Analogamente,
se w € b*, entao w € b*a* N a*b*. Portanto, a* Ub* C b*a* N a*b*.

(C) Seja w € b*a*Na*b*. Suponhamos, por contradi¢do, que w ¢ a* +b*. Logo w possui ao
menos um a e ao menos um b. Como w € b*a*, entdo qualquer b vem antes de um a; mas
w € a*b*, logo qualquer a vem antes de um b, o que é uma contradicao. Logo w € a* + b*
e assim b*a* N a*b* = a* U b*.

Erros: Muitos provaram apenas uma das inclusoes.

a*b* Nb*c* =)

Falso. Obviamente, A € a*b* e A € b*c*, logo A € a*b* Nb*c* e assim a*b* Nb*c* £ 0. (A
intersecao € b*, mas nao vou mostrar aqui. Vocé também poderia mostrar que b ou bb estd
no conjunto, por exemplo.)

abed € (a(ed)*b)*
Falso. Se w € (a(ed)*d)* e w # A, entdo w € (a(ed)*d)", com n > 0. Logo w termina com
um b, o que nao ocorre em abcd.

4. Dé exemplos de linguagens nao-vazias A, B e C sobre ¥ = {a, b} tais que

(a)

AB = AC, mas B#C
(Muita gente usou esse mesmo exemplo) Sejam A = a*, B = b e C = a*b. Claramente,
B # C, mas AB = a*b=a*a*b = AC.

A(BNC)# ABN AC

Sejam A = {a,ab}, B = {ba} e C = {a}. Claramente, BNC = (), logo A(BNC) = A} = 0.
Mas AB = {aba, abba} e AC = {aa,aba}, logo ABN AC = {aba} # 0 = A(BNC).
Erros: Algumas pessoas utilizaram as linguagens A = a*, B = a e C = A. Note que
AB = a*a # a* = AC; vé-se que A € AC, mas A ¢ AB, ja que cadeias em a*a tém ao
menos um a. Algumas pessoas (mais de uma) disseram que a*a = a* e ainda disseram que
o professor mostrou isso em sala!



Uma das inclusdes A(BNC) C ABNAC ou ABNAC C A(BNC) é sempre vélida. Prove-a.

A inclusdo A(BNC) C ABNAC é sempre vélida. Se x € A(BNC), entao z = ay, coma € A e
y€ BNC. Nesse caso, y € Bey e C, logo ay € AB e ay € AC. Portanto x € AB N AC, como
queriamos demonstrar.

5. Seja L = {x € {0,1}* : |x|o # |z|1}. Prove que

(a)

L*={0,1}*

Pela definigao de L, temos que L C {0,1}*. Sabe-se que A C B = A* C B*, logo
L* C{0,1}** ={0,1}*.

Reciprocamente, 0 € L, ja que |0[g = 1 # 0 = |0]1; além disso, 1 € L, ja que [1|[p=0# 1=
|1|;. Logo {0,1} C L e assim {0,1}* C L*.

Entao L* = {0,1}*.

L"=1L. Obs.: L =%*\L, é o complemento de L.

Note que L = {z € {0,1}* : |z|op = |z|1}. Pela definicao da estrela de Kleene, temos que
LC L". Resta mostrar que N C L.

Sew € L*, entdo w € L™, para algum n natural. Sen = 0, entdo w = A\, mas |[A|o =0 = |\,
logco A € L. Sen > 0, entdo w = wiws...w,, com w; € L para i = 1,...,n. Mas
lwlo = Y1y |wilo = Yieq |wili = w1, j& que |w;|op = |w;|1 para cada i € {1,...,n}. Logo
weLe N C f, como queriamos mostrar.

Erros: Algumas pessoas mostraram a segunda inclusao tomando z,y € L e mostrando que
2y € L. Isso ndo prova que L* C L, apenas que 7’ C L. No entanto, argumento semelhante
poderia ser utilizado numa prova por inducao (alguns fizeram assim).



