PROJETO 3 — O DISCO DE POINCARE

Os exercicios desta lista referem-se ao modelo do Disco de Poincaré em que um P-
ponto é interpretado como um ponto pertencente ao interior de uma fixada circunferéncia
euclidiana I" de centro O e uma P-reta é interpretada ou como um didmetro de I', excluidos
seus extremos, ou como a intersecc¢do de uma circunferéncia ortogonal a I' com int(I").

1. Mostre que a P-circunferéncia de centro C coincide com uma circunferéncia euclidiana de
centroA,onde A=0seC=0eA=#CseC#O0. (Sugestdo: O caso C = O é consequéncia direta
da definicdo de circunferéncia. Quando C é distinto de O, use a P-reflexdao em relagao a
mediatriz do segmento OC para transformar a P-circunferéncia de centro C numa de centro
0.)

2. Fixada uma unidade de medida, a distancia do para o qual a medida em graus 7w(do) do
angulo de paralelismo é igual a 45 é chamada a constante de Schweikart. Ferdinand Karl
Schweikart (1780 — 1859) foi o primeiro a observar que, fixado um ponto arbitrario A, tem-se
do = sup{AD | AD é a altura do AABC a partir do vértice A onde AABC é um triangulo
retangulo isésceles com AB = AC}. Verifique que do = In(1 ++/2). (Sugestdo: Na figura abaixo,
do=dr(O, P).)

3. Dados uma P-reta m e um P-ponto P, descreva e justifigue uma construcdo com régua e
compasso da P-reta que passa por P e é perpendicular a m.

4. Dados um P-angulo ABC e uma P-semirreta ED, descreva e justifigue uma construcdo com
régua e compasso que determine a Unica P-semirreta EF, com F pertencente a um fixado

lado de ﬁ, tal que ZABC= ZDEF.

5. Dados dois P-pontos distintos A e B, descreva e justifigue uma construgcdo com régua e
compasso do tracado da mediatriz do P-segmento AB.

6. Dados trés P-pontos ndo colineares A, B e C, descreva e justifigue uma construgcdo com
régua e compasso do tracado da bissetriz do P-angulo ABC.

7. Dados dois P-pontos distintos C e A, com C distinto de O, descreva e justifique uma
construcdo com régua e compasso do tracado da P-circunferéncia de centro C e raio CA.



8. Dados um P-segmento OX e uma P-semirreta BA, com B distinto de O, descreva e

justifigue uma construgao com régua e compasso que determine o Unico P-ponto C € BA -
{B}tal que OX = BC.

9. Dados uma P-reta m e um P-ponto P fora de m, descreva e justifique uma construgdo com
régua e compasso do tracado das paralelas assintéticas a m passando por P. (Sugestdo:
Utilize o ponto P’ = Ir(P). Lembre-se que m pode ser tanto um didametro de I, excluidos seus
extremos, como do tipo m = d N int(I') onde & é uma circunferéncia ortogonalaT'.)

10. Descreva e justifique uma construgao com régua e compasso da perpendicular comum a
duas P-retas paralelas divergentes mi1 e m,. (Sugestdo: Considere separadamente os casos
em que m1 =01 N int(I') e my = &2 N int(I") onde 31 e &, sdo circunferéncias ortogonais a I’
daquele em que m1i, ou m;, é um diametro de I', excluidos seus extremos. Utilize o ponto
cuja poténcia em relacdoa 81, 02e I é a mesma.)

11. Dado um P-angulo agudo, descreva e justifique uma construgdo com régua e compasso
do tracado da Unica P-reta que é perpendicular a um dado lado do dngulo e é paralela
assintotica ao outro lado. Este exercicio mostra, no modelo do Disco de Poincaré, que a
funcdo critica m: ]0, +oo[ — ]0, 90[ é sobrejetora. (Sugestdo: Se os lados do angulo estdo
contidos em P-retas do tipo m =a N int(I') e n = B N int(I') onde o e B sdo circunferéncias
ortogonais a I', seja P a interseccdo de I' com o arco de o que contém o lado do angulo e,
sendo B o centro de B, considere o ponto Q, Q distinto de P, pertencente a intersec¢do de I
com a reta euclidiana PB. Mostre que P = Ig(Q) e trace a circunferéncia ortogonalal'em Qe
P.)

12. Construa um P-poligono regular de quatro lados, isto €, um P-poligono com quatro lados
congruentes e quatro angulos congruentes. (Sugestdo: Supondo O = (0, 0) seja A = (x, x) um
P-ponto arbitrario, A distinto de O. Sejam B e D os simétricos de A em relagdo aos eixos x e y,
respectivamente, e C o simétrico de A em relagdo ao centro O. Mostre que CJABCD é um P-
poligono regular. O que acontece com mp(£A) quando A se aproxima de O, isto é, quando x
— 0? E quando A se aproxima de I'?)

13. Sendo m um diametro de I, excluidos seus extremos, determine dois P-pontos A e B de
um mesmo lado H de m de modo que nenhuma P-circunferéncia que contém A e B esta
contida em H. Este exercicio mostra que a proposi¢ao “Dados uma reta m e dois pontos A e
B fora de m, tem-se que A e B estdo de um mesmo lado H de m se, e somente se, A e B
pertencem a uma circunferéncia contida em H” é equivalente ao postulado euclidiano das
paralelas.



